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上 内 容 简介 


局 部 美 城 论 是 研究 局 部 域 A&2s! 扩张 的 垦 论 ， 是 代称 数 沁 的 一 个 起 要 
组 成 闻 分 ， 本 切削 三 章 介 绍 了 完备 域 特别 姑 后 旋 城 入 一 名 悍 泥 。 第 四 章 以 
最 六 不 分 歧 扩 给 为 所 心 级 述 了 癌 病 域 无 限 扩张 的 理论 ， 第 五 。 六 章 为 木 折 
的 核心 ， 介 绍 局 部 类 域 论 的 主要 车: 七 章 是 形式 天 在 局 部 基 减 论 中 的 
应 月 ， 第 八 剖 考查 了 一 个 典 娃 : 局 施 分 回 域 ， 在 队 孙 巾 天 要 部 述 了 
Hrauer 群 各 .同调 方法 ， 4 芒 等 方法 和 不 大 险 知 幅 儿 述 了 而 部 奖 波 
论 的 基本 内 容 ; 戌 为 学 习 这 一 理论 的 一 木 极 好 的 信 门 蔬 - 本 书 的 英 、 狼 译本 
均 已 吕 版 。 

云 攻 可 作为 代数 专业 研究 下 的 教 杆 》 是 以 事 代 芍 学 ( 峙 别 县 这 和 数 数 治 ) 
的 研究 人 员 和 教学 人 员 的 存 益 参考 攻 ， 
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前 言 


去 家 知道 ,Hilbert- 高 木 -Artin 所 发 展 鸭 类 环 论 (Kisssenkérper 
theorie》 是 关于 代数 数 瑾 和 代 煞 函数 域 的 代 获 扩张 、 哮 别 是 Abe; 
扩张 的 玛 论 ,而 局 部 类 域 论 则 是 关于 局 部 域 扩张 的 同样 的 理论 ,本 
书 是 从 初等 的 观点 讲述 易 部 类 焉 论 芯 一 般 性 人 门 书 ， 

关于 局 部 类 域 论 , 无 论 是 以 它 的 理论 自身 为 主题 ,还 是 作为 整 
体 类 域 论 的 一 部 分 ,目前 在 日 本 和 其 他 局 家 都 有 不 少 优秀 的 著作 。 
对 寺前 一 种 例如 可 以 誉 出 Artin [1j 和 Serre [113， 而 后 一 种 则 
有 Cassels-Frihiich [3], 潭 永 [7], 河 田 13], Weii [14] 等 ， 这 一 理 
论 有 许多 基本 定理 。 友 书 在 讲述 这 一 理论 的 时 候 ， 因 然 仍 以 证 明 
这 些 定理 作为 主要 目标 ,但 是 通 往 这 一 目标 的 途径 , 即 企 证 明 方 渗 
二 却 与 以 往 著 作 有 许多 相 异 之 处 ， 珊 说 附 奸 下. 

历 中 上， 局 弟 类 韦 论 是 由 原来 的 整体 类 域 论 派生 出 来 的 ， 所 
以 起 初 前 者 的 主要 结果 海 可 由 后 一 理论 推导 出 来 .但 是 随后 出 现 
了 独立 地 构造 局 部 类 琥 论 自 碳 的 方法 (十 九 世纪 三 十 年 代 )， 从 而 
将 局 部 类 域 论 应 用 到 整 你 类 束 论 的 证 明之 中 。 后 来 从 1950 年 前 
后 , 天 始 了 以 Hochschixd 和 中 山 为 先驱 的 研究 工作 ， 伴 随 着 群 的 
上 局 调理 论 的 发 展 ， 从 更 加 广泛 而 透彻 的 观点 给 出 局 部 类 域 论 的 
证 明 。 前 醒 所 贷 举 的 著作 几乎 全 是 月 了 上 同调 方法 《但 是 仔 彝 涪 
详 、Weil [14] 是 建立 在 结合 代数 理 沦 的 基础 上 ;然而 从 结合 代数 
由 也 可 以 看 到 二 闻 请 理论 的 文 源 ). 直到 最 近 , 荷 兰 数学 家 M, Ha- 
zewinkel 发 表 了 不 用 上 同调 群 间作 局 施 类 瑾 论 的 新 方法 。 概括 
地 说, 妈 条 把 上 同 亩 方法 看 作 是 代数 的 万 至 是 群 论 的 方法 , 那 末 新 
的 方 窟 可 以 说 成 是 数论 的 乃至 是 域 沦 的 方法 ， 因 此 ， 采 用 这 种 新 
的 方法 ,特别 是 对 于 初学 这 一 理论 的 人 来 说 ,或 许 更 易于 埋 解 尼 部 
类 域 论 的 数论 为 容 。 


本 书 主要 是 基于 Hazewinke] 的 激 失 思 率 介绍 居 部 淋 刺 论 的 
要 要。 至 于 各 章 的 内 容 , 企 每 章 开头 都 有 一 个 概括 的 镍 述 ,这 里 仅 
作 一 葡 音 介绍， 第 一 章 至 第 三 章 对 于 完备 域 特别 是 局 部 域 作 了 一 
毅 性 的 介绍 ,为 后 面 几 章 作 准备 ， 第 四 章 是 局 部 域 的 基本 理论 :以 
最 大 不 分 琉 扩 张 为 主题 讲述 局 部 域内 无 限 扩张 。 第 五 章 和 第 六 章 
是 本 书 的 核心 与 主要 部 分 ,在 这 里 介绍 Hazew;nkel 思想 的 一 般 化 
形式 ， 由 此 证 明 局 部 类 域 沦 的 主要 结 办 。 第 七 章 介绍 形式 群 在 忆 
部 域 上 的 应 用 ， 特 别 是 用 形式 群 给 出 存在 定理 的 另 一 证 明 。. 最 后 
在 第 八 章 ,作为 局 部 域 的 一 个 例子 来 考查 局 部 分 圆 域 , 这 一 章 的 最 
后 是 证 明 关 于 范 剩 余 符号 的 Artin-Hasse 优美 公式 。 

以 上 基本 书 的 内 容 概要 。 作 者 在 写作 过 程 中 以 向 读者 传授 算 
训 首 为 主要 目标 ， 尽 量 和 避免 运 用 对 于 局 部 类 域 论 基 本 结果 来 说 是 
多 余 的 那些 预备 籽 识 , 虽然 这 样 有 时 会 走 一 些 弯 路 。 Hazewinke. 
的 方法 正 是 以 上 述 呈 的 作为 考 感 的 出 发 点 。 但 是 这 洋 一 来 ， 本 书 
中 懂 没 有 机 会 接触 到 局 部 域 上 Braver 群 理论 。 所 以 另外 又 加 了 
一 个 附录 ,对 于 Brawer 群 作 一 简单 介绍 , 同时 也 介绍 了 一 点 上 同 
调 方法 。 即 使 对 于 同一 个 数学 分 支 ， 为 了 对 精密 而 深刻 的 理论 本 
身 有 更 好 的 理解 ， 在 许多 场合 都 有 必要 研究 各 种 不 同 的 方法 和 观 
点 .局 部 类 域 论 与 原来 的 整体 类 域 论 比 较 起 来 虽然 简单 一 些 ， 但 
是 仍旧 有 上 述 的 必要 性 ， 本 切 作 为 一 本 人 门 蔬 ， 展 未 出 局 部 类 域 
论 的 一 条 通路 。 作 者 希望 读者 能 以 东 书 为 凶 发 点 。 然 后 从 关于 这 
一 理论 的 其 他 著 千 中 学 习 别 的 方法 ， 进 而 搓 研 究 领域 扩大 到 整体 
类 域 论 中 去 ， 

如 上 所 述 ,本 池 不 需要 很 多 预备 知识 ， 只 震 要 代数 学 ,拓扑 空 
闻 理 论 和 拓扑 群 沦 的 一 般 性 基础 知识 就 可 以 理解 本 书 的 内 容 。 此 
外 ,在 叙述 过 程 中 还 有 一 些 引 伸 出 来 的 话题 ,在 这 些 池 方 读者 瑟 根 
据 所 列 文 献 自行 补足 。 引 必 的 文献 表 中 在 书 未 ， 关 于 局 部 域 和 局 
部 类 域 沦 的 详细 文献 可 凡 Serre [11]。 


闭 者 
1979 年 5 月 
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第 一 章 完备 域 


作为 准备 ,本 章 开始 介绍 关于 完备 正规 赋 侍 瑾 的 基 太 结果 ,但 
是 对 于 一 盘 的 代数 教科 节 【 列 如 聘 晤 [5]，van der Waerdea [131 
等 ) 二 的 一 此 事实 ， 这 里 省 略 了 证 硼 ， 详 悄 还 请 参考 专门 的 
同 信 论 节 籍 忆 及 Artin [1], 世 永 [7. ，Serre [11] 等 。 


$LL 赋 值 


定义 在 域 丰 上 的 函数 :(*)(xe ,如 果 满 挟 下 列 诸 条 站， 便 
则 作 丰 的 (指数 ) 咕 征 : 
让 xK0) 一 二 00; 而 当 * 半 0 时 v(%) 是 实数; 
主 )》 对 于 性 意 的 *, 7EA， 
min(y(x) ,v0)) Sr + 
种) 对 于 任意 的 x，y 5 多 ， 
pl#) + vy) — r(xy). 
由 定义 立即 得 出 
v(C+1) = 0; v(x) = vo—x); vx) < yy) > (r+ 7) = vl) 
其 中 1 一 [4 荐 的 单位 元 素 。 此 外 ,如 果 令 
0 = {x ERIvs) 之 四， 
p= {re Rlv(s) > 0}, 
划 o 是 六 的 子 环 而 Pp 是 s 的 极 大 理想 ， 从 让 
t= ofp 
是 域 。%,!n 和 上 分 中 可 作 > 的 赋 秆 环 , 恨 大 理想 和 于 余 类 域 ， 由 定 
义 中 的 证 ) 可 知 定义 出 从 域 不 的 乘 益生 人 到 实数 江 法 攻 及 + 中 
的 同 态 
2 


从 而 区 tr) 是 尼 ! 的 子 群 ,加 果 令 
U= Ker(y) = {xe Rlvtx) = 0}, 
则 有 自然 同 构 
A*fU ss wh), 

我 们 拒 避 叫 作 + 的 单位 妖 ， 

设 ? 为 记 的 同 什 ， 天 于 任意 正 实数 4 之 0, 定义 

p(X) = ev(e), x ER, 
则 vw 最 然 也 是 的 赋值 。 当天 的 两 个 隋 值 > 和 w 满足 这 样 的 关 
系 , 即 一 个 为 男 一 个 的 正 数 倍 时 ,我 们 写成 
Vy, 

并 且 称 它们 是 等 价 的 赋值。 签 价 的 刁 值 具有 相同 的 典 值 环 、 航 大 
理想 和 翻 余 类 城 ,还 有 许多 其 他 共同 的 性 质 . 

设 入 和 > 如 二 所 述 ; 给 了 一 个 固定 的 实数 9 0 < 和 < 1 对 于 
六 让 任意 元 素 : 和 7, 令 

PCzy 7) = Br, 

定义 出 太 上 一 个 距离 ,由 此 万 是 虹 离 空间 、 从 而 也 是 Hausdorff 
拓扑 空间 。 取 不 司 的 8 秆 , 见 对 应 的 卫 离 P 是 彼此 等 价 的 ,所 以 
王 庄 2 给 出 的 拓扑 是 不 变 的 ， 也 就 是 说 ， 该 哲 扑 由 荆 值 ， 所 唯一 
闷 定 ， 不 难看 出 ,天 对 于 这 一 拓扑 是 拓扑 域 .如 果 立 对 于 上 述 的 更 
高" 是 完备 距离 空间 的 时 候 ， 我 们 称 "是 的 完备 赋 僵 ， 注 意 当 
忆 攻 变 从 而 2 改变 时 ,其 完备 性 是 不 变 的 ， 此 外 ;如 内 2 ~ >， 则 
和 ww 存 克 上 定义 出 等 价 的 卫 离 ;特别 地 ,如 杂 + 是 完备 的 , 则 了 

继续 设 ” 是 二 的 赋值 ， 如 果 起 * 的 子 群 v( 如 ) 是 有 理 整 数 加 
法 群 , 即 


vy) = ZZ= {0, +1, +2, +3, .> 
则 将 * 叫 作 的 正视 冉 便 ， 这 时 取 包 中 元 素 = 使 得 
(一 
这 样 的 = 叫 作 正 者 识 们 "的 素 元 。 对 于 一 个 确定 的 素 元 <。 由 于 
p 一 fxe jvCx) 之 二 ,从 而 得 到 


2 


P= Cx) or, 
于 是 的 方 塞 为 
由 一 (cr 一 oo 一 人 El 空难, 0, 

由 于 >(e) 之 4 和 v(x) > 9 一 1 是 一 回 事 、 所 以 P(r 之 0) 均 是 
的 开 (加 法 ) 子 群 。， 并 且 不 难看 出 ， 对 于 由 上 述 的 » 所 定义 的 多 
的 拓扑 ，{p"jw>s 形 成 0 的 基本 邻 域 系 ， 也 就 是 说 , 由» 决定 的 
的 拓扑 是 p-adic 拓扑 ， 注 意 入 是 & 的 开 子 群 , 从 而 也 是 闭 子 群 ， 
由 于 pr 一 《x") 闪 {0}, 所 以 拓扑 域 区 是 全 不 连通 的 , 但 不 是 离散 


的 仍 令 ” 为 《的 正规 峰值 , 但 是 这 次 考虑 的 乘法 群 《*。 由 前 
述 的 同 构 /USv("*) 一 三 可 得 
A = 《rn) XU, (x) eZ. 

其 中 《x》 是 由 素 元 x 生成 的 人 的 子 群 。 此 外 , 若 令 

Uo=U, Us=1+pP=1+orr, a1, 
不 难看 出 它们 均 是 习 的 子 群 ,并 且 

“EU nNEV,S EE = UCR 
”对 于 由 的 p-adic 拓扑 扩 诱 导 的 拓扑 是 Abel 拓扑 群 ， 并 且 
UU, 均 是 它 的 开 子 群 ， 而 且 由 上 述 的 内 容 可 知 {Us)s>o 形成 嫉 中 
1 的 基本 邻 域 系 。 进 而 ， 如 果 以 全 和信 分 别 表示 剩余 类 域 f 一 
ofp 的 加 法 群 和 乘法 群 , 则 有 
UU SP, UU 宇和 #1. 
实 了 水 上 不 难看 出 ， 自 然 满 辣 坊 "一 f 一 ofp 给 出 乘法 群 的 满 同 态 
DU = Uo > 人 7, 然后 由 此 即 人 组 到 Uof DU, 之 人 F， 而 当 * 之 1 的 时 候 ， 
DU, 一 1 中 vx" 中 的 元 素 均 可 写成 1 二 xr"，x€0， 则 由 1 十 
xe"modUsn -> xmodp 即 得 出 FA 一 并 。 


§1.2 赋值 的 限制 ,扩充 和 完备 化 


设 台 是 雹 的 任意 扩 域 而 为 本 的 赋值 ,函数 在 子 域 t 上 的 
限制 证 成 kj*, 它 显然 是 的 赋值, 叫 作 #* 在 子 域 《X 上 的 限制 。 男 


3. 


一 方面 ,对 于 多 的 峰值» 如 办 存 在 家 上 的 峰值 * 使 得 
二 一 7， 
则 产 叫 作 ?> 到 扩 域 志 的 扩 弃 .对 于 工 的 赋值 4, 它 的 限制 gp1* 
是 唯一 确定 的 ， 反 过 来 ,给 了 的 赋值 ,是否 存在 > 到 丰 上 的 扩 
充 p, 并 且 若 存在 是 否 唯一 ,这 是 赋值 论 的 一 个 重要 问题 
如 上 令 jp 司 二 vy。 由 v 给 出 的 的 拓扑 显然 是 由 # 所 给 出 的 

太 的 拓扑 所 诱导 出 来 的 。 也 就 是 说 , 作为 拓 掉 域 ,是 六 的 子 域 ， 
没 4 的 赋值 环 , 航 大 理想 和 剩余 类 域 分 别 为 

0 = {x ER lpr) 0}, 

p= {x Ek la) > 0}, 

P= 0/p', 
则 由 定义 立刻 知道 


p= oflp'. 
轨 而 
一 oj 一 ofonp = + pp So/ 一 了 
也 就 是 说 ， 可 以 把 不 的 剩余 类 域 f 自然 地 看 成 是 马 的 剩余 类 域 f 
的 子 域 。 另 一 方面 ,由 Hj 一 > 知道 
sR Ep ER-, 
定义 群 兴 数 和 域 的 扩张 次 数 分 别 为 
= [p(k*): wR)], f= [Fef], 
其 中 。,f 为 自然 数 1,2, 3; … 或 者 是 十 0， 我 们 将 
e = eply), f= fpfy) 

作为 赋值 扩充 的 一 个 例子 ， 我 们 来 级 述 关于 完备 化 的 热 知 结 
果 ?， 设 给 了 城 的 赋值 >， 则 存在 大 的 扩 域 克 以 及 > 到 如 上 的 
扩充 满足 如 下 两 个 条 件 ，1) ”是 盛 的 完备 赋值 ; 27 对 于 由 产 决 
定 的 的 托 拉夫 是 妃 的 独子 集 ， 这 样 的 起 ,或 者 更 确切 地 说 , 由 


1) 关于 完备 化 的 一 般 理论 可 参见 芯 主 [5 第 六 章 ? 或 荐 vd， Waerdsn [133, 第 
十 章 ， 
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龙 和 组 成 的 (各 ，p) 器 作 丰 的 赋值 的 完备 化 ， 和 如 果 (全 ,如 和 
(4 oo) 均 是 + 的 完备 心 , 则 存在 术 同 构 a: 和 仿 如 使 得 2 一 006。 
因此 ,完备 化 本 质 上 是 唯一 确定 的 ， 此 外 , 对 于 万 中 任意 元 崇 *， 
由 2) 可 知 存在 zwe 4， 使 得 x 一 fm x 从 而 
az) 一 lim ws), 

出 此 即 知 ” 

ecjo = Hf2) 1. 
也 就 是 说 

wR*) 一 a(R), F=f 

完备 化 的 重要 任 在 于 ,完备 峰值 具有 许多 《一 般 赋 值 不 具备 

的 ) 特 别 的 性 质 ， 例 如 下 面 所 述 的 著名 的 Hensel 引 理 成 立 人 

引 理 1 假设 2 是 域 的 完备 赋值 , 和 二 of5 是 & 的 荆 余 类 
域 ，f(X) ,go(X) 和 如 (X) 均 是 多 项 式 环 ofX] 中 的 多 项 式 , 并 且 
满足 

KX) = go XX) BE 0 modp. 
如 果 gd《X)modp 和 h(X)modp 是 人 Xl 中 互 于 的 多 项 式 ， 则 存在 
ofX] 中 的 多 项 式 g《X) 和 KKX) 满足 下 列 条 件 : 
fCX) = gC(XIAX), ECX) = 8KCX)modp。 MX) = hlX) modp， 
并 且 g(X) 的 次 数 等 于 golX )modp 的 次 数 . 

上 面 的 Hensel 引 理 是 赋 信 论 的 基本 工具 , 它 有 许多 应 用 ， 下 
面 的 引 理 便 是 其 中 之 一 . 

引 理 2 假设 写 是 的 代数 扩 域 ， 则 多 的 完备 赋值 v 可 以 叭 
一 此 扩充 成 名 上 的 赋值， 又 如 果 名 /是 有 限 扩张 , 则 也 是 完备 
赋值 又 着 # 一 [4; 妇 。 并 以 Nw 表示 攻 太 的 范 , 则 对 印 中 任意 
元 素 *' 均 有 


A 一 二 Near 


引 理 3 设 才 /和 产 如 引 理 2 所 述 ， 又 设 " 是 雹 的 生 自 


17》 关于 引 理 1 和 2 的 证 明 参 见 第 4 页 脚注 1 中 的 文献 . 


同 构 , 则 po0 一 w。 即 
&CoaCz 7)) = px ), x" ER. 
从 而 5: 久 仿 对 于 由 # 定 义 的 拓扑 是 六 的 拓 盾 自 同 构 ， 此 外 , 着 
以 1 一 ofp 和 了 一 0'fp 分 别 表示 v 和 # 的 剩余 类 域 , 则 
ol0) 一 "op 一 六 
从 而 0 诱导 出 PF 的 计 自 同 构 
ost 

证 明 令 p 二 poo， 易 知 六 是 区 的 赋值 。 对 于 xE*%， 则 
pa] 一 pa(w)) 一 pbx) 二 vz), 即 jw 也 是 v 到 上 的 扩充 。 
由 引 理 2 关于 扩充 的 唯一 性 可 知 pg" = p, 即 jeo0 一 jp。 后 一 部 分 
的 论断 是 显然 的 

引 理 4 设 六 /区 zp，5 和 0 如 引 理 3 所 示 , 则 w' 是 0 在 
中 的 整 闭 包 ， 又 若 克 / 几 是 有 限 扩张 , 则 迹 上 映射 和 范 映 射 

了 ks Niem: 如 一 大 

对 于 由 和 所 定义 的 拓扑 沟 是 连续 映射 . 

证 明 设 x 为 中 任意 元 素 , 则 丸 x')/ 克 为 有 限 扩张 ， 从 而 
对 于 前 半 部 分 的 推断 只 需 对 万 /是 有 限 扩张 的 情形 加 以 证 明 即 
可 . 令 虎 : 相 一 2 而 2 是 克 的 代数 闭 包 , 则 恰好 存在 = 个 丰 - 单 同 
态 刀 一 加 (重复 的 考虑 在 肉 ) , 设 它 们 是 wm，…… ，cs; 而 对 于 区 中 
任意 元 素 x", 令 


I 《X 一 offz)) 一 十 oo 十 十 on a ER, 
oo w 均 是 ur)，-…。au(e) 的 对 称 多 项 式 ， 特 别 吧 ， 
- = 一 3 ox") 一 一 Tene)， 
(1) 并 ac] = C1YNeale). 
每 个 w 都 可 以 扩充 成 忆 的 下 自 同 构 , 又 由 引 理 2 知道 + 可 以 扩充 
成 的 赋值 ,而 由 引 理 3 知道 0; 对 于 由 pr 决定 的 拓扑 是 0 的 


拓扑 自 同 构 ,从 而 由 上 面 等 式 可 知 了 wt 和 Ni 均 是 连续 峡 射 ,其 
次 设 x*&0, 凤 px’) 守 4， 则 由 引 理 3 可 知 

war) = Wr) = pe) 0, 1 iCn. 
从 而 Me 二 (Co) 实 0, 即 60160, 1 二 i 和 xn， 因 此 x 对 于 0 
是 整 元 ,反之 ,假设 x 对 于 "是 整 元 , 则 有 

x 二 Br 十 by 0 bE 0, 

于 是 p51) 一 vB) 守 0 (1 所 7 所;)， 队 而 xxz) 守 0， 即 得 对 
和 0 
从 上 面 的 引 理 4 可知 ， 赋 值 环 0 在 元 中 是 整 闭 的 ， 此 外 根据 
上 面 的 证 明知 道 , 如 果 x* EP, 则 pCoiA(*')) 一 g(x) > 0， 从 而 
得 到 


Mo) = po)>0, Beep (Sin), 
特 型 地 ， 
TEACP Ys NenlCp’ Sb。 


$13 完 备 域 


通常 在 习惯 上 把 具有 完 各 赋值 » 的 域 交 叫 作 完 备 域 .而 在 本 
和 是 (具有 赋值 的) 守备 域 。 更 确切 好 ,对 于 一 个 完备 域 ,应 当 将 
域 下 和 其 上 的 完备 正规 赋值 » 放 在 一 起 而 表示 成 《Xv)， 在 $1.1 
中 对 于 赋值 > 所 定义 的 。，p,f 一 ofp，U 等 分 别 叫 作 完 备 域 CX 
六 的 或 者 简称 作 大 的 赋值 环 , 极 大 理想 ， 简 余 关 域 和 单位 群 。 此 
外 ,正规 赋值 > 的 素 元 * 也 岂 作 的 素 元 . 

设 v 是 域 的 任意 正规 赋值 ，(*，v') 是 大 中 赋值 > 的 完备 
化 , 则 由 上 节 可 知 w(*) 一 x( 必 ) = ZZ, 从 而 是 完备 的 正规 赋 
值 ， 办 而 ( 忆 , y) 是 完备 域 ， 由 此 可 以 得 到 许多 完备 域 的 自然 人 
子 . 

例 1 设 ?为 任意 素数 , > 是 有 理 数 域 CQ 上 涩 知 的 p-adic 赋 
值 , 则 @ 对 于 * 的 完备 化 即 是 p-adic 数 域 B。 由 于 > 是 正规 二 

.7 。 


值 ， 从 上 曾 的 注 记 地 知 @o 是 完备 域 ，Q 的 证 值 环 为 p-adic 整数 
环 Zo, 极 大 理想 是 ?Zo, 从 而 剩余 类 域 为 Br/zZ*, 即 是 由 ?个 元 
素 组 成 的 有 限 域 Fo. 
例 2 设 F 是 任意 域 ， 令 F(CX)) 为 所 有 系数 属于 了 并 且 至 

多 有 有 限 个 负 寡 项 的 形式 宕 级 数 

了 aoX"，are6 下 

a 
所 组 成 的 集合 ， 则 FC(CX)) 是 F 的 扩 域 ， 设 a 是 上 面 曙 级 数 中 
第 一 个 不 是 0 的 系数 ,定义 

"(5 Xm 


(而 令 >(0) = 十 co), 则 ?是 FCCX)) 的 完备 正规 赋值 . 《读者 白 
行 证 明 » 实 际 上 是 完备 的 , ) 从 而 CF((X)), ?) 是 完备 城 ,FC(CX)) 
的 赋值 环 为 整 里 级 数 全 体 F[[X]], 极 大 理想 是 (X)》 一 XF[[X]]， 
从 而 剩余 类 域 为 F[[X]]/XFE[X]] 一 F。 FC((X)) 包含 有 理 函 
数 域 F(E)， > 的 限制 ?|FGX) 是 FCX) 的 正规 赋值 , 它 是 由 多 
项 式 环 FLX] 的 素 理 想 XFCX) 所 定义 的 (就 象 Q 上 的 p-adic 赋 
稍 一 样 )， 从 而 《FCCX)),») 不 过 是 F(X) 对 于 v|FCX) 的 完备 
化 。 . 

设 人 %,v) 是 任意 完备 域 ， 取 4 为 它 的 剩余 类 域 『 一 ofp 在 
中 的 完全 代表 系 ， 即 4 是 "的 一 个 子 集合 ， 使 得 ojp 中 每 个 镜 
余 类 在 4 中 恰好 有 一 个 代表 元 ， 并 且 取 多 中 零 元 素 0 作为 fofp 
中 零 元 素 即 的 代表 元 ， 令 = 为 《中 素 元 , 由 于 ?是 完备 的 ,从 而 
形 如 


> an， oo€d 


的 每 个 级 数 对 于 p-adic 拓扑 在 下 内 都 是 收敛 的 , 即 给 出 不 中 一 个 
元 素 *, 如 果 令 se。 是 上 面 级 数 中 第 一 个 不 为 0 的 系数 , 则 on,& 9， 
ono 蕊 Pp， 于 是 区 sn) 一 0, 由 此 不 难得 到 


D(x) 一 oe 


定理 1( 景 天 定理 ) 设 么 和 z 如 上 所 述 。 则 天书 每 个 元 索 = 
均 可 以 唯一 地 表示 成 以下 形式: 


xz 一 >) an，cnk A, 


en 


特别 地 ， 


Ee] 3 

证 明 设 z 关 0， (0 一 ro， 则 Mox) 一 0， 因 此 只 需 对 

于 ws 一 0 的 情形 证 角 定 涩 邵 可 .假设 x 9。, 则 存 左 ok 4 使 得 
xt 宇 ao modp， 由 于 x&p 从 而 or 半 0 由 pp 二 or 可 知 x 一 
加 十 xm E09。 二 是 二 amodp，aE 有 4， 从而 二 a 二 a 
mo 由 *， 同样 出 严 二 0x 可知 + 二 a 十 amr 了 x wx”E 8， 从 而 
xz 一 me 十 oz 十 eminody*。 由 此 决定 出 4 中 元 素 oa az， 


显然 x 一 己 as"。 从 上 面 的 证 明 过 程 不 准 看 出 se 的 唯一 些 ( 参 


见 下 而 和 的 证 阴 》 此 外 由 上 而 的 公式 sz) 一 向 即 给 出 关于 9 
和 的 等 式 ， 
系 集合 4 珊 以 离 数 所 村 ,并 二 将 可 数 个 4 的 积 集合 
A = {aoras say oo 
蜂 及 积 本 证, 风 里 射 


Ce， oo an 一 之 orn” 


定义 过 从 拓扑 空间 4 到 “的 一 个 司 是 。 


证 明 及 oa on; pc 44: 则 对 于 竺 


意 的 ; > +， 同 数 学 月 纳 法 不 淮 证 明 、 
sy modpi ea = be, 四 一 站 
内 而 所 积 哲 扑 交 宏文 四 可 证 肯 次 系 的 论 新 ， 
注 记 “一般 地 对 于 每 个 整 烤 4 均 栈 定 二 一 个 元 来 满 中 
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(za)》 一 ?， 则 可 以 象 定理 1 -- 样 地 证 明 , 有 中 任意 元 素 * 沟 可 以 
唯一 地 表示 成 如 下 形式 
xz 一 DF) on on€ A 


而 定理 1 出 是 x 一 冯 这 一 特效 情形 . 
现在 考查 完备 域 的 有 限 扩 域 . 
定理 2 设 伏 ,v) 是 完备 域 而 态 是 《的 任意 有 限 扩 域 。 风 太 
二 存在 唯一 的 正规 赋 德 * 使 得 
vk~y. 
并 且 vw 是 完备 的 ,从 而 〈 帮 ,>) 也 是 完备 或 ， 
证 明 ”由 51.2 中 的 引 理 2 可 知 » 可 以 唯一 地 扩充 成 六 的 完 
备 赋值 ,如 果 = 一 [如 :3。， 则 
zp KIER) 一代 
ce = elpfy) = [eRYIvR)] < 十 oo 
因此 ,车 令 
Vo ep 
再 
wR = 2, v= ey ~ yy, 
从 的 扩充 FF 的 唯一 性 可 知 v 的 唯一 性 ， 
今后 ,完备 域外 的 有 限 扩 域 如 均 看 成 是 上 述 意义 下 (对 于 定理 
2 中 的 苇 值 >) 的 完备 域 . 令 “ 一 epg17)， 则 
区 | 一 cy 
从 币 。 = epjz) 是 应 (人 ，>) 和 (人 作 ，>) 序 唯一 决定 的 称 作 扩 
张 /的 分 层 指 数 , 并 且 表 示 成 
ek/ 
另 -- 方 面 ， 设 了 一 w 生 是 人, 六) 的 剩余 类 域 ， 则 由 疼 ~ 2 本 知 
?也 是 # 共 剩余 类 域 ， 由 .2 可 知 PEP ， 帮 wy 一 下: 站， 这 
里 全 :条 世 是 虫 完备 域 扩张 克 上 所 唯一 买 定 的 ， 叫 作 克 乱 的 
翻 作 类 次 数 ,并 且 表 示 成 
各) 


其 次 我 们 要 证 天 六/ 和 是 有 限 的 ， 为 此 令 fu，…，e] 是 『 一 
"1 的 有 限 子 梨 合 ， 并 且 在 1 .= 是 线性 无 关 的 ， 在 每 个 剩余 关 
wy(l 所 i 让:) 中 取 定 一 个 "中 的 代表 元 品 。 侵 设 有 天 中 不 多 为 
零 的 元 素 mm > 使 得 


Ts 0, 
不 妨 设 mass 0 并 且 Me 所 xD C11 令 太一 
GL<i<9, 骨 六 0 后 一 0 eo, 并且 久 一 1 modp 之 后 


由 便 是 wm;，:…, w, 的 全线 内 组 台 。 这 就 与 级 设 相称 盾 。 从 看 E， 
… 55; 是- 线 福 无 关 的 ,于 是 :< * 一 [此 :本 .于 是 得 到 浇 下 1) 一 
[Vf] < >- 
定理 3 设 台 放 如 上 所 示 , 令 一 扑克/ 下， 一 天 二 /人 3 一 
[对 :二 ]， 则 
ef = 
证 明 设 o,…, wy 是 人 在 f 上 的 一 组 基 , 蒙 上 秆 那 榜 ,在 
每 个 剩余 类 om 中 取 定 站 由 一 个 懂 表 元 如 。 令 4 是 定理 1 中 所 述 
的 f 一 ofp 的 完全 代表 系 , 则 不 难看 出 
4 ba she 4 
| 
是 站 一 o%/ 的 完全 代表 系 闪 日 0 € 4'。 和 进而， 给 定 万 的 素 元 < 
入 的 素 元 x', 对 于 任意 整数 辣 一 上 十 入 1EZ,0 才 j 近 ce, 令 
n= rs 
刚 由 >(=) 一 ce) 一。 可 知 YK) 一 m。 根据 定理 1 后面 的 注 记 
可 知 廊 中 每 个 元 素 x' 均 可 唯一 地 表示 碟 


2) Emrms Cm EA, 
em 


于 
令 om 一 了 | am 站 anie 4， 则 
#1 


“ll.» 


Sr ， 
t= ri 
7 


由 此 即 知 Se 和 i 志 1,0 所 1 < e) 是 盛大 的 一 组 基 ， 特 别 有 
ef =n. 、 
系 设 ( 包 ,2') 如 定理 2 所 述 , 则 
we ) = (NAG)), rE 


证 明 由 $1.2 中 的 引 理 2 以 及 v'~ep 和 2 一 ef 即 可 证 明 . 
也 可 以 用 克 系 的 案 元 * 和 zw 的 虐 信 表示 出 。 一 “<( 帮 /人 和 
f 一 J) 从 定理 3 的 证 明 过 程 已 经 知道 
c= (2). 
另 一 方面 ,在 定理 3 的 系 中 到 x 一 z*， 则 
f= Ne) 
如 果 包 又 有 有 限 扩 域 六, 则 由 定理 2 可 知 区 也 是 完备 域 ,并 
且 从 定义 直接 得 到 
eIR) = eR NR YRI RE, HENE) 一 HEI EEL. 
对 于 扩张 万/&。 如果 
一] 了 一 7 
则 称 龙 / 央 为 不 分 睦 扩 张 ; 而 将 万 叫 作 大 的 不 分 战 拉 域 > 另 一 方 
面 ,如 果 “ 
=n, 1=1, 
则 称 盛 /为 完全 分 歧 扩张 根据 上 面 的 注 记 可 知 , /是 不 分 时 
扩张 的 充 要 条 件 是 的 素 元 x 也 是 万 的 素 元 。 另 一 方面 ,盛大 是 
完全 分 歧 扩张 的 充 要 条 件 是 : 车 z 为 下 的 素 元 , 则 NevmCr) 是 下 
的 素 元 。 并 且 对 于 后 -情形 则 恕 一 x), 这 是 因为 。 如 果 不 天 
Ke) ， 则 2CNeCe 77 关 [如 :Re*)] > 1 此外， 如 果 丰 /天 是 完 
全 分 战 的 ， 则 了 = 中 :个 一 1， 即 疙 一 f， 从 而 和 的 剩余 类 咸 


1) Actin [1] 中 在 定义 对 号 为 不 分 斌 扩张 时 ， 除 了 * 一 1 和 了 一 2 之 外 ， 还 需 
要 候 定 秋 余 英 城 扩张 让 让 是 可 分 的 。 以 后 各 章 所 研究 的 大 /其 上 均 是 有 
限 域 , 从 而 个/ 必然 是 可 分 扩张 ,因此 这 两 种 定义 是 一 回 事 、 


。12 ， 


1 二 ofp 在 "中 的 完全 代表 系 4 同时 也 是 如 的 剩余 类 域 『 二 0"/p 
在 9 中 的 完全 代表 系 ， 因 此 若 = 为 如 的 素 元 , 则 由 定理 1 可 


四 1 
一 多 ar sedcs 
! 


另 -方面 , 对 于 中 任意 元 素 mw(e > 0)。 aw” 必然 在 w 中 收 
化 ,从 而 
es } 


$ 14 完备 域 的 Galois 扩 域 


一 o[[e]] = 此 as 
后 | 
《由 此 也 可 得 出 二 丸 =*),，》 


仍 设 〈《#&， ?>) 为 完备 域 , 刀 是 天 的 有 限 扩 域 。 本 节 中 我 们 研究 

帮 估 是 Galois 扩张 的 情形 , 令 /的 Galos 群 为 
G = GACKIR). | 
将 $1.2 中 的 引 理 3 用 于 G 中 任意 元 素 "， 可 知 " 诱导 出 剩余 类 域 
f 一 9/ 以 及 一 般 的 竺 余 类 环 ofp" (i 之 0) 上 的 自 同 构 。 以 
Gi 表示 在 ”1 上 诱导 出 便 等 映射 的 G 中 元 素 0 所 构成 的 集 
合 , 即 . 
Gi = tee Glo(z') = modp tt!, Vx € 0}, 
显然 Gi 是 G 的 正规 子 群 ,并 且 
SGhSGE…EGEGSEC. 

定理 4 设 丸 扩 为 完全 分 鼓 的 Galois 扩张 , 则 G 一 .Go 并 且 
对 于 充分 大 的 i 有 Gi 二 1。 此 外 ,Go G: 同 构 于 《的 剩余 类 域 f 
的 乘法 群 他 的 一 个 子 群 ， 而 G1/ Gir (i 之 1) 同 构 于 加 法 群生 的 
子 群 ， 从 而 G 是 可 解 群 . 

证 明 由 于 勺 雍 是 完全 分 歧 的 ,给 定 六 的 素 元 x"， 由 前 节 末 

.13 。 


昨 的 注 记 可 知 m 一 oflz， 从 而 
Gi= {oc€ Go) sr modp t+} 
但 是 击 引 理 3 知道 ~ 和 aolx') 均 属 于 pF， 从 而 G 一 Co。 另 一 方 
面 , 由 克 一 Kez) 可 知 当 o 天 1 时 ow') 到 ， 轴 此 车 i 尖 
Yo(z) 一 xs'》 时 ok Gi. 于 是 当 i 充分 大 上 时 Gi 一 1. 又 由 上 述 的 
注 记 可 知 戏 于 Ge 中 每 个 元 素 as，， 中 存在 元 素 + 使 得 or ) 三 
x modb?, 于 是 + 蕊 bp, 同样 乳 , 对 于 元 素 o€ G,(i 之 1) 中 存在 
元 素 ? 满足 oC") 皇 x# 十 pr”?imodp'*， 不 蕉 验证 ,映射 
Gj GF, oF rmodp, 
GGm>H, ot> ymodp 

均 是 单 同 态 ， 由 此 Gi/Gii(i 产 0) 均 是 Abel 群 , 又 当 守 充分 大 
时 Gi 二 1 从 而 局 是 可 解 群 . 

注 记 ”一般 地 ,如 果 克 大 不 一 定 是 完全 分 歧 , 令 au(f /从 表示 
得 人 类 域 f 的 人 - 自 同 构 群 ,可 以 证 明 

Gl Go AuFID. 

并 且 Ge 是 可 解 群 . 

现在 讨 沦 更 特殊 的 情形 , 设 ”是 任意 素数 ,， 克 的 为 上 次 完全 
分 歧 狂 环 扩张 。 这 时 G 一 GalGCk/A) 是 ? 阶 血 头 群 ,根据 上 述 定 
悍 , 存 在 适当 的 整数 ， 之 1， 使 得 

G=G=.= 6 0,=1, 
令 0€ 6G, 931， 则 ok Gs 而 "&G， 由 上 述 定理 的 证 明和 
Gi 的 定义 可 类 
vr or)) = s, 

象 51.1 中 那样 定义 太一 1 十 六 击 令 矿 为 万 鸭 单位 群 , 则 下 看 
的 定理 在 今后 是 极为 重要 的 . 

定理 5 设 Ntm 是 世 对 于 大 的 范 , 则 

USNemUD) 

证 明 设 x 为 必 的 素 元 ,由 于 大 /大 是 完全 分 坡 的 光一 你) 

从 而 sw 是 入] 中 不 可 的 多 项 式 
HX) = XE eX 


4 ; 


的 根 ，c: 为 tex lee G} 的 对 称 多 项 式 ， 出 于 ow") ey， 从 市 
wei) 之 1 《参考 引 理 4 后面 的 注 记 )。 此外, 出 于 HX/) = 1， 
从 而 由 定理 3 的 系 可 知 Mecp) 一 民 十 New(e)》 一 we) 一 1 
于 是 所 X) 是 Eisenstein 多 项 式 。 特别 乳 ,对 于 DU, 中 任意 元 素 x， 
vucp) 一 Mecs) 一 1， 从 而 
BCX) = Xr 十 ce 十 -十 cp 和 十 acp 

也 是 Fisenstein 多 项 式 , 因 此 它 在 各 X3 中 不 可 约 , 设 F 是 将 8《X)》 
的 一 个 根 < 添 加 到 包 中 而 得 到 的 域 ,又 令 如 一 区 @), 则 

FP =k(e) — Kh", K’ = Ro), ge) = 0. 
假如 太 冯 入 , 则 帅 于 请 一 [ 驱 : 红 是 素数 , 从 而 太太 一 大 
此 F/ 为 加 次 循环 扩张 ,并 且 GalCFJ') 一 Gal(K/) 一 5. 设 
疾 是 完备 域 忆 的 正规 赋值 ， 则 让 $1.2 的 引 理 3 可 知 ， 对 于 尾 意 的 
aeG 均 有 

Ka — ow)) = Mole —#)) — Ka — x#). 
从 而 令 。 二 eCF/R), 一 ev， 则 

ev(x — oz) = Hx — to ox) Ne — oe). 

如 果 ga 志 1, 则 出 于 >(z 一 a(x)) 一 5, 从 而 得 到 


He 一) < cr 


此 对 于 


HX) 一 工 (x — ox), 


Ho)) = > He 一 ofz)) 一 Pa — 4) < Pes 


另 一 方面 ,由 于 RJ 完全 分 歧 ; 从 而 ce(&/) 一 2,5R=ev k= 
二 epy。 此 外 出 vbcp) 二 1 和 wD 二 1 十 yw 可知 
fa)) 一 fe) — go)) 一 Hes — uce) 
= epy(csll — #)) PF epll + ss). 
而 这 与 前 面 的 不 等 式 相 了 矛盾。 从 而 证 明了 六 二，FF 二 率 于 是 
EW。 出 于 gCX) 为 《[X] 中 不 可 约 多 项 式 , gkz) 一 0 并 且 
ls 


Nal) 一 (一 L)"acs， 再 由 定理 3 的 系 册 知 we) 一 wucr)— 

1, 和 但 是 Ne ) 一 (一 Dreo vw) 一 1 ;所 以 令 站 一 of 则 
w= NenE), EEU', 

这 就 证 明了 定理 ， 


st6* 


第 二 章 闭 完 备 域 


本 章 中 考查 剩余 类 城中 你 涩 壬 头 域 能 宅 备 域 ， 由 于 没有 见 到 
过 适当 的 术语 。 在 本 书 中 我 们 将 这 种 域 叫 作 闭 完 务 茂 。 负 如 当下 
是 任意 的 代数 封闭 域 时 ,81.3 中 说 2 的 震级 数 域 RECX)》 便 是 闭 
完 务 域 。 Serree 最 先 对 闭 完备 域 作 了 实质 性 的 研究 。 我 们 要 证 
明和 今后 要 所 到 的 茶 些 结果 ， 


$21 范 映 射 


设 天 是 对 于 完备 严 疯 髓 利 ?x 的 闭 完备 城 ag， pr 分 别 是 天 的 
同 秆 环 和 极 大 理想 .按照 定 义 , 剩余 类 王 fx 二 wx/px 是 导数 封闭 
域 

引 理 了 天 的 任意 有 限 扩 域 上 也 是 闭 完 务 域 。 并且 上 /K 是 完 
全 分 歧 扩 张 。 特别 部: 若 LIK 是 Galois 扩张 ; 则 Gal(E/K) 是 可 
解 群 . 

证 明 极 据 $1.3 定理 2 即 知 乙 是 对 于 vr 的 完备 城 , 其 中 于 
是 工 中 满足 zlK ~ sx 的 唯一 的 正规 骨牌 ，L 的 剩余 类 泪 为 
放 一 9pc。 设 ce 一 a(LIK), {一 HL/K)， 由 $3 定理 3 可知 
呈 二 n 二 [ 工 ;下 ]。 出 定义 可 知 了 一 [f:fx]， 但 是 和 k 为 代数 封闭 
域 而 有 限 ,从 而 尼 一 fx， 即 1 一 1。 二 是。 一 2， 即 了 是 闭 完 务 
域 并 且 LiK 是 完全 分 歧 扩 张 。 如 果 上 /下 是 Gaiois 扩张 ， 则 由 
31.4 定理 4 可 知 GalKL/K， 是 可 解 群 . 

特别 对 于 上 述 的 L/K, 老将 工 对 于 下 的 范 Nx 简单 地 表示 
广 入 , 则 范 映射 给 出 乘法 群 同 态 

N= Nr:L”* > K*, 
若 将 天 的 单位 群 Zx 也 简 记 成 局 ,根据 $1.1 它 的 子 群 BD:(i 之 站 定 
7 


= Ux 1 二 之). 
同 桩 地 ,将 工 的 单位 群 沁 成 UL 一 V' 一 U6, 而 令 =1 十 匠人 之 
1 由 $1.3 定理 3 中 的 系 之 公式 , 可知 N:L*~> KR" 将 UU"=U 
联 到 = Ux 之 中 : 


NU)ED. 
男 一 方面 ,和 如果 令 w 为 工 中 素 元 ， 从 f= 二 CL/K) = 1 可 知 = 一 
N(xw) 是 下 中 素 元 ,从 而 有 ($1.1) 
L*= {x) XU', K* ~ (x) X Uv, 
所 以 下 面 两 个 等 式 壹 等 价 的 : 
NL) = K*, N(U) = U. 

事实 上 ,这 两 个 等 式 是 成 立 的 ， 现 在 分 成 几 步 来 证 明 这 一 点 . 

引 理 2 如 果 工 /KK 是 素 次 数 循环 扩张 , 则 NC(V) 一 乙 。 

证 明 令 [L:K]== Pp，G 一 Goal(L/K)。 正 如 红 4 定 理 5 
所 述 , 在 这 种 情形 下 存在 着 适当 的 整数 ， 关 1, 使 得 

如 = G 一 … 一 Go，G 一 1 
并 且 对 于 ce 6, a 关 1, 我 们 有 
(mr 一 af)) 一 了 《1) 

由 同一 定理 还 知道 U, 委 NCV')， 因 此 ,为 了 证 明 引 理 , 只 需 证 明 
对 于 每 个 i 0 < 六 < 必 1 Vi/Uivs 的 每 个 剩余 类 中 均 包含 MD 口 
元 案 即 可 , 先 考虑 i 一 0 的 情形 . 设 * 为 二 中 任意 元 罕 , 由 
于 tk = orfpx 是 代数 块 闭环 ，、 所 以 存在 元 窒 +€ ox 使 得 二 三 
w mod px。 由 于 *€U， 从 而 x€ V'。 因 为 N(x) 一 tr， 这 就 表 
舱 VU 的 每 个 剩余 类 均 包 含 NCV') 中 的 元 案 , 《以 上 证 明 并 不 
需要 假定 L/K 是 素 次 数 循环 扩张 .》 

以 下 没 i 之 1， 于 是 可 恨 定 * 关 2。 首 先 考 虑 p 贞 的 情形 《 枫 
如 i 二 1 时 即 是 如 此 )。 慨 设 z 一”。 由 51.2 中 引 悍 3 可 知 ， 对 
于 任意 的 o& 6，o 所 1， 我 们 有 zkc(z 7) 一 pre) 一 1, 于 是 
由 (1) 式 便 有 
pie — om)) = pr 一 af) + vs + + oe) 
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2 + 一 1 
其 次 令 
HX) = TE (X— oa) = X* + aXt 十 .十 ap a kK, 


2 
将 多 项 式 1X) 求 微 商 然后 令 X 一 a, 由 得 到 
TE (Ge 一 ce) = peor + (p — Da + e+ ap, 


Er 


然后 由 上 面 关于 va 一 oe)) 的 不 等 式 , 即 得 到 
Pl 
x( 世 aa) > — DG ti—D),Tmm 1 


er 
出 于 el{L/K) = Pp, vlK = pvrs (fC— a€ K, MTB 
4 * 0 的 时 候 , 我 们 有 

vp — Daa) = 个 一 上 一 1Dimod p, 0<+<p—1. 
贝 假定 pr， 因此 由 上 面 的 同 余 式 可 知 vi((P 一 分 aet ) 
(0 志 1 < 之 P 一 1) 均 不 为 + 吕 并 且 是 彼此 相 异 的 整数 ， 从 而 


we (Dp — Daa)GF rik 一 Doatr NO St < —1) 


i 
中 的 最 小 值 ， 从 而 对 于 每 个 0 和 5 委 训 一 1 均 有 vr(( 一 人 ) 
at 站 一 DG 一 1 ET 
vp-DGTiITD -+t— Di 

= DG—D+a, 

特别 取 : 一 0, 由 于 ,一 1 是 K 中 单位 元 素 ,从 而 当 :， 之 2 时 便 有 
vp: DD —1l)>0. (2 
于 是 当 1 和 :安放 一 1 时 zz( 人 一 矣 1) 一 0 从 列 
加 (9 一 vp) PO DG -Din — Di 
二 一直 

即 得 到 

(Ce i EEP— 1). 
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另 一 方面 ,由 于 (er) 一 vx( 土 Nx)) 一 vez") 一 和 从 而 
a = br (1 ERP), - 
其 中 bE ox: 特别 地 ,bo E 口 一 Ux， 青 利用 F 一 qz) px 是 代数 持 
闭 城 , 可 知 对 于 每 个 元 素 re ox, 均 存 在 x ox 使 得 
Bt 二 十 ber (modpr), 
汇 于 这 个 * 则 有 

NO — ro) = 1 art 

= ] 4 Bx + br) = 1 + arimodpit!, 

于 是 1 一 xe 必然 属于 本 一 Uc。 此 外 ,出 于 忆 是 由 1 二 amiCa ox) 
形成 的 :从 而 5 Vie 的 每 个 剩余 类 雹 包含 NKE) 中 的 元 素 . 

最 后 ,对 于 i 空 1, :之 2 P|i 的 稍 形 , 令 i = Ps 一 到 而 


FX) = I (X—alo) = (Xa) 


Xa I (te 


当 1 忆 1p 一 1 时 ,由 于 (了) 均 可 忆 被 ?整训 ,从而 由 人 2) 式 
(C2) 式 对 于 i 一 1 的 情形 己 证 月 是 对 的 》 

vo) DG—D D+ — D+i=p, 
于 是 又 得 到 

pkke) i Ere —D), 

由 于 (ap) = wk(oz) 一 wx) 一 六 然后 便 与 上 面 同 洋 地 证 明 出 
Ur/U,u 的 每 个 剩余 类 均 包 含 NCU') 中 元 素 。 十 是 证 明了 引 理 , 

引 理 3 起 设 K 的 娃 生 为 8 > 0，L/K 为 了 次 纯 不 可 分 扩张， 
则 Ne 一 已 

证 明 ”在 这 种 情形 下 ,对 于 三 中 任意 元 素 = 均 有 Ne) 一 of， 
叉 由 引 班 1 知 L/K 是 完全 分 歧 的 ,从 而 着 * 是 上 上 中 素 元 , 则 = 一 
Nz) = ?为 有 K 中 素 元 , 对 于 Ui 一 1 十 区 (i 之 1) 中 任意 元 素 
2 一 1 十 am 《a €or) 由 于 fx 二 ox/px 是 代数 封闭 域 , 从 而 存在 
元 素 re ox 使 得 x? 三 woodpx, 令 一 1 十 xa 5 则 ek U1 一 1 十 
及 。 于 是 

a0. 


ipl 


No) =e =1 + xr 1+ a = smodpk!, 
从 而 Uif Dir 的 每 个 剩余 类 询 包 合 N(D7) 中 的 元 素 ， 当 让 一 0 时 
这 也 是 成 立 的 ,因为 这 已 在 前 一 引 理 证 明 一 开始 时 就 作 了 说 明 . 所 
以 对 于 了 = UD, 中 任意 元 素 x* 沟 可 依次 决定 出 C7' 由 元 素 ms a， 
os …， 使 得 对 于 每 个 上 关 0 均 有 
ai 下 一 1 十 天，Nfaoc 5) 天 amodpias 
由 于 工 对 于 tr 是 完备 的 ,可 钊 无 到 莱 积 


oJ 
a0 
在 工 中 收 伍 , 显 然 
uwEU', Ne) — un. 
因此 N(V”) = U. 


有 了 以 上 鸭 准 备 工作 ， 现 在 可 以 证 明 际 完备 城 理论 中 以 下 的 
基本 定理 。 

定理 1 设 工 为 闭 完备 域 K 的 任意 有 限 扩 域 , 则 

N(L*) = kK*, N(UL) = De。 

证 明 ”我们 已 经 说 过 ,只 项 证 明 第 二 个 等 式 即 可 。 由 于 ZL/K 
是 有 限 扩张 ,从 而 可 以 选取 适当 的 多 项 式 fCK) € KLX1, 使 得 工 包 
会 在 时 之 中 ,其 中 好 是 KX) 在 玉 上 的 分 裂 域 LEM。 设计 
是 M 中 儿 的 最 大 可 分 扩 域 , 则 M'/ 天 是 Galois 扩张 ,由 引 理 1 可 
知 Gal(M'fK) 是 巨 解 群 .从 而 MK 存在 中 间 域 序列 : K 一 wd， 
CMiC…CMs: 一 M'， 征 得 村 i/ Mia(1 所 i 二 ) 均 是 于 次 数 
的 循环 扩张 ， 由 引 理 2 可 知 NLUwi) 一 Us,(l 委 1 和 安倍， 从 而 
NLGW) 二 Ux.( 其 中 前 一 个 和 是 对 对 于 Mi 的 范 , 而 后 一 个 N 
是 对 ' 对 于 天 的 范 。) 另 一 方面 ， 对 1/ 对" 是 纯 不 可 分 扩张 。 妇 果 
M 天 于 则 M' 的 特征 P > 0， 并 且 存 在 中 年 域 序列 ，M’ = Ms 
CMIC' CM 一 MM: 使 得 [MM;.] 一 2(1 所 i 所 m), 利用 
引 理 3 可 以 象 上 面 一 样 地 证 朋 NC(5w) 一 Uw， 再 由 于 NMCUw) 一 
Ux 即 得 到 NCUy) = Dk。 记 于 KCLCM ,不 难看 出 有 N00) = 

,21 - 


UVr 

Serre 在 [11] 第 三 章 $3 中 详细 地 研究 了 任意 完备 域 的 范 映 
射 。 对 于 它 的 特殊 情形 , 即 对 于 闭 完备 域 证 明了 上 面 的 定理 1. 他 
在 证 明 中 用 到 关于 完备 域 共 四 差 积 的 结果 ， 我 的 证 朋 训 而 不 用 这 
个 ,而 代 之 以 第 一 章 51.4 的 定理 5, 因 此 可 以 说 这 是 定理 1 的 ~- 个 
简单 证 明 。 


$2.2 基本 正 合 序列 


我 们 继续 假设 天 是 任意 的 闭 完 备 域 , 工 是 天 的 任意 有 限 扩 域 ， 
vx，vL， fx 一 化 等 如 前 节 所 述 ， 本 节 考 查 L/K 是 Galois 扩张 的 
情形 令 

G = Gal(L/K), 
根据 $1.2 的 引 理 3， 对 于 工 * 中 任意 元 素 <“ 和 G 中 任意 元 素 o， 
0 二 ale)/a 包含 在 工 的 单位 群 UL 之 中 ， 形 如 
ES" 1 = ot)/s, §€ Ur, o€ G 
的 全 部 元 素 基 生成 Uzi 的 一 个 子 群 ,表示 成 Ywx。 其 次 ， 固 定 工 
中 一 个 素 元 x*， 然 后 对 于 G 的 任意 元 素 0, 将 wx” 一 ow)/x' 在 
UL/Vwx 中 的 剩余 类 记 成 i《o), 即 
i(0) = o(x) /fr modV rg, 

引 理 4 i(o) 只 依赖 于 o 而 与 工 中 案 元 的 取 法 无 关 ， 并且 

oh io) 定义 出 同 态 
主人 一 DA 
证 明 假设 x* 是 工 中 另 一 素 元 , 则 w= 5 其 由 ED， 从 


而 
on) = Coalw’)/ ral) /8) Sole) /ee mod7oxs 
即 ie) 与 的 取 法 无 关 ， 对 于 re G,z(r) 也 是 工 的 素 元 , 因而 
(ar) x) = (or re /r), 
由 此 得 出 Mer) = ;Co)i(r)。 
由 于 Uz/Vwx 是 Abel 群 , 因此 着 令 6G' 一 [G6, G1 是 G 的 换 
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位 子 群 ,而 
G+* = GIO’, 
则 上 述 的 #:G > Vr/ Vx 诱导 出 同 态 
Gt > Df Vrsg, 
为 简单 起 见 ， 这 个 诱导 出 来 的 周 杰 仍 记 为 i。 如 果 象 以 能 一 样 将 
LIK 的 范 映射 沁 为 入 一 Nx， 刚 对 于 L* 中 任意 元 案 。 显然 有 
(ole)fa) 一 1， 特别 地 NCPwx) 一 1。 从 而 范 有 映射 定义 出 同 态 
N= Nox:Ur/ Vi ~ Ur. 
于 是 得 到 Abel 群 民 态 序 列 
1 -> G4 一 > Dear 之 > Ux, G) 
现在 我 们 分 成 几 步 证 明 这 是 正 合 序 列 。 由 二 节 定理 1 知道 NW: U2/ 
Tex 一 Ux 是 满 射 ， 其 次 注意 到 显然 有 Im(i)?GKer(N)。 人 而 只 
霸 证 明 G* 一 > UwJ Vwx 是 单身 以 及 KerCN) Im(1)。 
引 理 5 如 果 工 /天 是 循环 扩张 , 则 (3) 是 正 合 序列 。 
证 明 设 [L:K1 一 4; 则 G 一 GaCL/K) 是 = 阶 循环 群 ， 于 
是 G ~ G*, 设 P 是 6 的 生成 元 ,不 难看 出 
Vi = Uf {Bo plE € Ur). 
因此 车 o 一 pre KerG)， 则 Ko) 一 iCp)" 一 1， 从 而 存在 # Uz 
使 得 


Cp Ne) — plE)TS, 
因此 * 二 "15< 业 ,根据 引 理 1,L/K 是 完全 分 歧 的 ,从 而 1K 一 
nyxs 于 是 

so yA" /8) 一 mg(x) = 0 modr, 
从 而 一 严 一 1、 于 是 证 奔 了 Ker() = 1。 其 次 , 假设 we 演 ， 
NO = 1, 则 由 熟知 的 Hilbert 定理 可 知 存在 元 素 ae L* 使 得 
Pe, 
令 1 二 ve(o), 则 a 二 x 中 ,5E Uz 于 是 
= (pCa) /< Ap) 8) = Ce) modV rr 
从 而 证 明了 Ker{N) 记 Im(@)。 
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钢 在 奶 设 L/KK 是 一 般 的 Galois 扩张 , 设 则 是 了 /六 的 中 间 域 ， 
RSM 人 SL 并且 MJK 亦 是 Galois 扩张 ，GalCL/K) 中 任意 元 
素 在 子 域 寻 上 的 限制 给 出 GlCM/K) 中 元 素 o 一 clMscH> 
0 一 01M 定义 出 满 同 态 

Ga(LIK) -> Gal(M /K). 
另 一 方面 ,对 于 任意 元 素 wk L* ,显然 有 
Nemlo) =Nem(o(o) /= Nemo) Nemlo) —Nim(e)” 
根据 定理 1 有 Nem(Uz) 二 Ua， 从 而 由 上 式 得 到 
Nua Vix) 一 了 um (4) 
从 而 范 映射 Nim 话 导 出 同 态 
Ur Viug > Un Vuyx. 
将 它 与 上 述 Galois 群 之 阅 的 同 态 合 在 一 起 ,就 得 到 图 表 
Gal(L/R) > Us/ Vm > Ux 
1 ,1 (5) 
Gal(M/K) 一 > Uw/Vwr—> Ur 
由 于 Niw(*) 是 于 的 素 元 并 且 Niyx = NuwxeNzm， 立刻 知道 图 表 
(5) 是 交换 的 。 

引 理 6 i:6G% 一 Ur/Vwx 是 单 射 。 

证 明 设 reG= Gal(L/K) 并 且 o 不 属于 6G 的 换 位 子 群 G'， 
出 二 G+ 二 GJG' 是 Absl 群 ,从 而 存在 G 的 一 个 正规 子 群 愉 ， 使 
得 


G'SHESG，GIH 是 循环 群 、o&H. 
令 M 旺 对 应 于 五 的 LAK 之 中 间 域 , 则 M/K 是 Galois 扩张 并 且 
Gal(MI1K) 一 G1H. 如 上 令 o 一 olM ,由 于 oH 从 而 of” 大 1 
但 是 由 前 一 引 理 知 关 Gal(MH/R) 一 Uw/Vwyx 是 单身 ,从 而 io) 关 
1， 再 让 交换 图 表 《5) 即 知 i(o) 兰 1。， 从 而 i6” Ur/Vwx 是 单 
射 . 


定理 2 对 于 任意 有 限 Galois 扩张 ,我 们 有 正 合 序列 
1->Gal(LARJm -> UfVix or Ug> 1 
证 明 从 开始 时 的 注 记 和 上 下面 的 引 理 6 可 知 只 需 证 明 
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Ker(N)SImti) 即 可 .现在 对 于 x 一 [上 :KK] 作 数学 归纳 法 。? 一 
1 的 情形 显然 成 立 ， 设 # 之 1, 由 引 理 1 知道 L/K 是 可 解 扩张 ， 
从 而 存 车 中 间 域 村 使 得 
天 SM CL 产 M，M/K 为 循环 扩张 . 

象 前 王孙 翌 惧 工 的 素 元 二， 则 Nrmkr) 为 好 的 素 元 ， 如 果 对 
于 二 e UL，Neok 人 6) 一 1， 令 站 二 No 人)， 则 EUw 并 且 
Nwx($') 一 1。 根据 引 理 5 可 知 图 表 《5) 下 行 是 正 含 的 ,因此 存 
在 oE€ Gal(M/K) 使 得 

oNim Cz) /Nem(r’) = FmodV yr. 
由 于 Ga(LJK) -> Gal(M /KK) 是 满 同 春 , 令 o> o, 则 上 面 的 同 
余 式 可 以 写成 

Nee ) fn") = Niml§) modV yx. 
于 是 由 (4) 式 可 知 Fu 中 存在 适当 的 元 素 9， 使 得 Niwlo(x')/ 
7 ) 一 Nuu(sa)， 如 果 令 4 二 59a'folx)， 则 

26 UL, Nin) 一 工 

将 归纳 假设 用 于 工 /M , 则 有 正 合 序列 


GACLIM)® 一 > UlVim > Uy 
从 而 由 上 式 可 知 存在 re Gal(LjM)， 使 得 
rr) = A modyrpows 
由 于 Ga(L/M) 夺 Gal(L/K) 一 6, 又 由 定义 即 知 Vw 全 Vwxs 从 
而 由 上 面 同 余 式 得 到 
(ol) fr ) rr) fr) = 8 = § modV wx 
芭 Ker) 一 § modVwx， 从 而 证 明了 KerCN) SIm(i). 
上 面 定理 2 中 的 正 台 序列 叫 作 Galois 扩张 L/K 的 基本 正 会 
序列 .特别 若 工 / 玉 是 Abel 扩张 , 则 有 基本 正 合 序列 
1 一 Gal(LARE) >UrVux 一 Dr 一 1， 
Serre[12] 中 用 G 一 Gal(L/K) 的 上 同调 群 证 明了 定 旺 2 , 方 
法 如 下 : 出 正规 赋值 vz 定义 出 正 合 序列 


l>UL>/*>Z>1, 
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由 此 给 出 上 柯 调 登 正 合 序列 
>AHA(6, 0) 有 GZ 一 应 :(G，UD = HG, 1*) 
其 中 

HAAG, Z) 一 G1G' = G%, 

在 GD) = Ker(N: Ur > Ux) Pu, 
男 一 方面 ,由 定理 1 知道 

AG LY) = AAG, L*) = 1 
从 而 
GISKer(N: Ur ~ Ur Vi. 

这 正 是 定理 2。 可 以 看 出 ,上 述 Hazewinkel 的 证 明 本 质 .= 比 采用 
上 同调 群 的 证 明朗 初等 ，Hazewinkrl 虽然 没有 使 用 上 尊 语 群 的 语 
言 , 但 是 在 上 面 的 情形 下 他 欧 证 明 中 暗 食 着 上 同 主 理 论 的 推 愉 方 
式 . 无 论 如 何 ， 请 注意 我 们 的 证 明 是 以 定理 1 为 基本 出 发 点 的 ， 
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第 三 章 局 部 域 


完备 域 的 秋 余 类 域 f 是 有 限 域 , 则 称 丰 是 局 部 域 。 设 f 的 特 
征 是 罕 数 2, 则 也 叫 作 2 局 部 域 ?， 局 部 类 域 论 就 是 关于 同 部 域 
的 代数 扩 域 特别 是 Abcl 扩 域 的 理论 ， 本章 介 绍 关于 局 部 域 的 基 
本 结果 ， 


$3.1 局 部 域 的 一 般 性 质 


议 下 设 克 是 局 部 域 , " 是 的 完备 正规 匡 值 ,9 为 的 剩余 类 
域 1 二 ojp 的 元 素 个 数 ， 如 果 包 为 也 局 部 域 , 则 4 为 ?的 里。 并 电 
在 这 种 情形 下 ，tpoSp, vw * 1) > 0, 因 此 大 的 特征 或 者 是 0 或 者 
是 p。 51.3 中 例 1 的 p-adic 域 Q 是 特征 为 0 的 ?局 部 域 , 另 一 方 
面 ,在 那里 的 例 2 中 取 F 一 户 (? 个 元 素 组 成 的 有 限 域 ), 则 震级 数 
域 Fo((X)) 其 特征 为 ?的 ?局 部 域 . 

引 理 1 局 部 域 & 中 包含 多 项 式 X* 一 XX 的 9 个 不 同 的 根 , 这 
些 根 组 成 的 集合 4 形成 1 = ofp 在 "中 的 完全 代表 系 。 

证 明 由 于 f 是 由 9? 个 元 素 形 成 的 有 限 域 , 从 而 多 项 式 不 "一 
无 在 和 中 恰好 具有 4 个 不 同 的 根 。 根据 $1.2 引 理 1 可知 X? 一 X 
在 "中 也 有 9 个 根 ， 并 且 这 些 根 代表 一 ojp 的 每 个 剩余 类 ， 内 
此 集合 4 是 1 == o/p 在 。 中 的 完全 代表 系 。 注意 4 包含 4& 的 零 元 
素 0. 

系 ， 以 了 表示 中 包含 的 全 部 〈4 一 1) 次 单位 根 ， 则 了 是 
9 一 工 阶 循环 群 ,并 且 自 然 满 闻 态 "一 人 一 ofp 诱导 出 溢 法 群 同 构 


1) 局 部 域 - 词 各 人 所 用 的 意义 不 完全 一 致 例如 有 人 也 汇 第 一 章 中 定义 的 完 音 
十 叫做 饮 部 域 ，p 局 部 三 是 根据 Weil [14] 中 的 “p ficld” 所 给 的 名 字 . 
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TS 

证 明 引 理 1 中 的 集 信 4 去 掉 0 之 后 即 为 集合 了 ,因此 显然 
有 同 构 了 Xi。 由 于 从 是 4 一 工 阶 循环 群 ,从 而 了 也 如 此 。 

一 般 地 , 设 马 是 下 的 任意 有 限 扩 域 。 根据 $1.3 定 凶 2, 和 是 
完备 域 , 并 且 具 有 唯一 的 正规 赋值 ”>， 使 得 zf~ »。 设 如 的 剩 
祭 类 域 为 了 一 ofy ， 由 $1.3 定理 3 可知 K(X/ 一 证 : 门 有 限 ， 
从 订 邓 与 f 一 样 也 是 有 限 域 。 因 此 我 们 知道 ， 局 部 成 的 有 限 扩 
域 也 必然 是 局 部 域 。 注意 由 于 和 是 有 限 域 , 从 而 有 限 扩 张 了 首 是 
Galois 扩张 ,特别 若是 局 部 域 , 则 《 卫 是 局 部 域 , 所 以 上 面 
所 述 的 ?局 部 域 Os 和 FCCX)) 的 有 限 扩 域 均 是 2 局 部 域 。 其 逆 
命题 也 成 立 ; 

定理 1 每 个 ?局 部 域 〔 作 为 局 部 域 ) 均 同 构 于 Q@， 或 者 
五 ((X)) 的 某 个 有 限 扩 域 .特别 地 , 若 的 特征 为 P, 则 不 包含 一 
个 子 域 与 的 剩余 类 域 1 同 构 , 从 而 有 F- 同 构 & 写 PCCX))， 

证 明 如 果 天 的 特征 是 0， 则 大 包含 有 理 数 域 Q， 又 由 Pep 
知道 < 一 v《P) 实 1， 限制 v1Q@ 与 Q 上 的 p-adic 赋值 是 等 价 的 ?. 
由 于 > 是 完备 的 ，Q@ 在 中 的 闭 包 好 是 @ 对 于 且 值 v1Q 的 完备 
化 ;因此 6 = Q,。 另 -- 方 面 ,的 剩余 类 域 1 是 特征 为 的 有 限 
域 ,从 而 是 @ 的 剩余 类 域 Fo 的 有 限 扩张 . 令 f = [i Fo], 丰 $1,3 
定理 3 的 证 明 可 知 以 : @b] = ef 之 -+co。 从 而 & 是 ( 同 构 于 ) Q@。 
的 有 限 扩 域 . 

其 次 设 的 特征 为 。 引 理 1 中 的 集合 

A4= {rxeRlr =x} 
显然 是 的 于 域 ， 将 它 改 记 为 FF, 则 of 一 ofp 诱 半 出 有 限 域 的 
同 构 忆 Yi， 设 * 是 天 的 素 元 , 由 $13 定 十 1 立即 知道 ,XH > x 定 
义 出 脆 同 均 


CCX77 SE. 
电 于 下 的 特征 为 上 币 F/ Fe 是 有 限 扩 张 ,从 而 所 CX)) 也 是 


1 iE 潜 可 参见 v- d，Waerden [13], 第 十 章 、 


，28 。 


天 ((X)) 的 有 限 扩张 。 这 就 证 明了 定理 。 

注 记 -~ 般 地 ,如 果 克 是 特征 为 的 完备 域 ,并 且 丰 的 剩余 类 
域 f 是 完全 域 ?, 则 可 以 证 晓 同 样 的 结果 : 太守 F((X)),， FP 之 多 。 
此 外 ,根据 上 述 定理 知道 和 是 FCCX)) 的 有 限 扩 域 ,从 而 取 FF 的 
适当 的 有 限 扩 域 正 ， 则 必 有 之 FCCX)) (但 不 一 定 是 (CX) 
同 构 ). 

现在 考查 局 部 域 的 拓扑 性 质 . 

定理 2 ”局 部 域 & 是 非 训 散 的 全 不 连通 的 局 部 紧 域 。 & 的 赋 
值 环 。 和 极 大 理想 的 才 p"(w 之 1) 沟 是 的 紧 开 加 法 子 群 , 并且 
5 是 的 最 大 紫 子 环 。 

证 明 由于» 是 正规 赋值 , 在 $1.1 中 已 经 说 过 是 非 离散 的 
全 不 连通 拓扑 域 ,并 且 p"# 之 0) 是 全 体 开 加 法 子 群 ， 另 一 方面 ， 
由 于 多 的 剩余 类 域 1 是 有 限 域 ， 它 在 中 的 完全 代表 系 4 是 有 限 
集合 ,从 而 是 紧 集 合 . 因此 由 $1.3 定理 1 的 系 可 知 。 也 是 紧 集合 ， 
所 以 有 是 局 部 紧 域 。 此 外 ,下 于 "是 开 加 法 子 群 , 从 而 也 是 质 加 法 
子 群 ,因此 (2 守 0) 均 是 紧 的 最 后 , 设 尺 是 于 的 紧 子 环 ， 则 赋 
信和 集合 {z(z)1ze R} 有 下 界 .对 丁 每 个 x*ER 和 w 守 1, 则 x"E RR， 
从 而 Mrx") 二 nv(x), 因此 vx) 0, 即 xceo: 从 而 RSEo, 即 "是 
和 的 最 大 紧 子 坏 . 

注 记 由 于 。 是 紧 的 ,不 难 直 接 证 明 , "对 于 由 ”所 定义 的 中 
离 P (参见 $1.1) 是 完全 有 界 的 完备 距离 空间 。 

定理 3 局部 域 & 的 乘法 群 kx 对 于 诱导 拓扑 是 非 离散 并 且 
全 不 连通 的 局 部 紧 Abel 群 。 并且 的 单位 群 避 和 它 的 子 群 De 一 
1 十 pr(# 之 1)($1.1) 均 是 刀 的 紧 开 子 群 ,而 是 六 的 最 大 紧 于 
群 ， 如 果 以 全 惧 示 万 中 的 (9 一 17 阶 单位 根 乘法 群 ( 引 理 1， 系 )， 
则 


UV XU, [VU™ (9—1)" ,> 1, 


1) 一 个 域 二 叫做 完全 城 (perfecD 如 果 下 上 每 个 不 可 约 多 项 式 均 是 可 分 的 ， 或 者 
等 价 地 说 ,如 颗 的 特征 为 0 或 者 的 特征 为 并 且 二 下 ,一 一 洋 才 往 
2》 参见 Serre [111, 第 二 章 ， $4. 


» 29. 


证 明 如 在 氏 .1 中 记述 ， 自 然 满 同 态 。 一 f 一 wp 诱导 出 
同 沟 UV。 另 一 方面 ,由 引 理 1 的 系 知道 由 了 他 得 到 5 一 
VX Ui。 又 由 中 ,1 知道 TEST 站 从 而 [VU:U,] 一 
《4 一 1)4q"。 从 定理 2 妈 知 Us 一 1 十 pr(n 产 1 是 下 的 紧 开 子 
群 .由 于 [U:U,]=gq 一 1 可 知 上 同样 也 是 ** 的 紧 开 于 群 , 并 且 象 
证 明 0 是 多 的 最 大 紧 子 环 一 样 ,可 以 证 明 吕 是 的 最 大 紧 子 群 ， 
最 后 由 以 上 所 述 不 难看 出 是 丰 离 散 并 EE 全 不 连通 的 局 部 紧 群 . 

册子 配 姑 紧 的 ,[Us:U4] 一 如是 ?的 宕 ,并 卫 Un(n 守 1) 只 
有 1 其 公共 元 素 ， 可 知 VU, 是 有 限 p 群 10s 之 1) 的 射影 极 
眶 ， 从 而 友 是 所 谓 的 射影 p 群 (pro-p-8ronp)， 同样 地 , 加 法 群 
+ 是 有 限 ? 群 ofr(n 之 1) 的 射影 极 耻 , 罗 此 也 是 射影 户 群 ， 所 以 
车 加 是 与 如 互 素 的 自然 数 , 则 x 广 > 只 和 x 上 -> mz 分 别 定义 出 UU 
和 4 的 自 同 构 。 特别 地 

Ur=U, m= o, 

引 理 2 设 友 是 特征 为 ) 的 局 部 域 ,w 之 1 为 生意 自然 数 , 划 
DU” 和 U9 均 是 起 的 开 子 群 ,并且 各 有 "DA 和 :JU7 
均 是 有 限 群 、 杂 果 上 的 等 征 为 。 那 未 对 于 与 ? 互 素 的 自然 数 亚 ， 
上 述 结果 也 是 对 的 ， 

证 明 设 是 ?局 部 域 . R/U 之 2， U 一 VX 可, 并且 可 
是 垃 的 开 于 群 , 因此 只 要 证 明 Ur 是 ,的 开 子 群 守 且 UjU? 是 
有 限 群 即 可 。 假设 必 一 wp。、(mw', P) 一 1， 由 上 面 的 注 记 可 知 
Ur 一 UY， 因此 当 碟 的 特征 为 9 时 内需 考 匣 mm 一 Ps 之 1) 的 情 
形 即 可 ,在 这 种 情形 下 , z 作为 万 中 的 元 素 不 是 0。 但 是 剩余 类 域 
1 二 oj 的 特 钙 为 ,从 而 1 和 :二 x(P) 之 十 取 = 为 的 素 
元 ; 考 讶 Us 一 1 寺 包 二 1 十 or"(s 守 1) 中 元 素 1+xx*(xE0) 的 


?次 徊 。 由 于 十 * < mp 并 且 二 顶 趟 系数 ( ?JI ip 一 1) 


均 可 以 被 名 除 尽 ,因此 
re )? 1 modp" et, 
四 于 vpr") 一 十 6 由 上 式 可 知 Vorc/Uotei 的 每 个 袍 余 类 均 包 
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含有 下 中 的 元 素 ， 令 
a=1+|.P 
p—1l 
则 每 个 整数 5 > a 询 可 以 表示 成 
下 一 如 汗 ce 克 十 ee 扫地 ,之 1。 
利用 证 明 $2.1 引 理 3 的 同学 方法 (或 者 和 用 Un > 1 的 时 性) 得 
到 
USUYEU,, 
但 是 [本 :U6] 一 9! 从 而 加 1504 为 有 限 群 。 此 外 。 世 中 的 让 同 
态 > 上 > x” 诱导 出 请 同 态 /08 一 DEAD 从 而 UD 
(之 0) 也 沟 是 有 限 妖 、 因此 DuD4 也 是 有 限 群 。 由 于 忆 是 紧 
的 ,从 而 UY' 世 是 紧 的 ,从 而 是 U, 的 团子 群 ， 另 一 方面 ,由 于 [ru 
D4] 有 限 , 从 而 UY 也 是 开 的 开 子 群 ， 于 是 证 明了 引 理 。 
今后 使 用 此 引 理 时 ,只 用 上 述 结果 , 即 只 涉及 到 # 的 特征 为 0 
的 场合 ， 注意 在 这 种 请 况 下 {UP 形成 人 中 单位 元 素 1 的 基 
本 邻 域 系 。 
注 记 ”如果 友 的 特征 是 P。 则 由 定理 1 不 难看 出 /Vf 实际 
上 是 无 限 群 . 
上 面 的 定理 2 表明， 局 部 域 是 非 离散 并 且 全 不 连通 的 局 部 紧 
域 .。 反 过 来 可 以 证 明 ， 非 离散 并 且 全 不 连通 的 高 部 紧 域 必然 是 局 
部 域 .这 一 结果 以 后 不 用 到 ,但 是 为 参考 起 见 ,下 面 简单 说 明 一 下 
证 明 的 酸 要 >, 设 & 是 任意 非 离散 的 局 部 取 域 , 则 & 的 加 法 嫩 太 是 
局 部 紧 Abel 群 ;因此 在 人 上 存在 Haar 测度 pg。， 对 于 固定 的 元 
紊 0 和 xe y=> x*y(yE 如 ) 是 刀 的 拓扑 自 同 构 ， 从 而 对 于 姥 
的 每 个 Borcl 于 集合 5, 由 
nCS) = Ax5) 
定义 的 内 也 是 入 上 的 Haar 测评。 由 Haer 流 度 的 唯一 性 可 知 存 
在 常数 < > 0, 使 得 g 一 cu. “ 是 由 x 所 决定 的 ,因此 写成。 一 


17 详 见 weil [:41， 第 - 训 ,54 
s 31 


il。 换 避 话 说 ,对 于 )xe 大 我 们 有 
ps5) 一 [zlmC3S) SSR 

因为 上 是非 离散 的 ,的 每 点 区 测度 雹 是 0。 因此 若 定义 | 叫 一 
0, 则 上 式 对 于 多 中 每 个 元 素 x 都 是 对 的 。 此 外 ,llz|| 是 * 的 连续 函 
数 ， 并 号 对 于 每 个 实数 c > 0, 可 以 证 明 {x Eilzi < ey 是 天 的 
紧 子 集合 ， 导 比 向 知 jz 是 坟 上 的 完备 的 寺 值 "， 妇 紧 绝 对 值 
lz|| 是 阿 志 米 乱 的 , 则 怀 同 构 民 实数 域 民 成 者 复数 或 C, 从 而 太 是 
连通 的 。 如 上 煤 llz|| 是 非 隆 基 米 德 的 , 令 yw) 一 一 Ioglzl: 则 > 是 
的 吓 值 ， 并 且 可 以 证 明 > 等 价 于 六 上 的 完备 正 议 咕 值 "。 由 于 
二, 四 是 完备 域 , 而 > 的 荆 值 环 9 一 {rE Rlv(x) 关中 一 {zeK 
ll 所 1} 是 紧 的 , 从而 剩余 类 域 1 二 ojp 是 有 限 域 , 从 耐克 是 局 部 
戒 ， 这 就 证 明了 埋 寅 获 不 连通 局 部 紧 域 必然 是 局 部 城 ， 


$32 有 限 扩 域 


土 节 已 经 说 过 局 部 域 太 的 肥 归 扩 域 闵 仍然 是 高 部 域 ， 现 在 
考查 久 虑 蚜 不 分 法 扩张 的 情形 . 

定理 4 对 于 每 个 自然 数 "之 1, 均 存在 (不 洲 红 同 构 》 唯 
一 的 = 次 不 分 睹 扩 域 礼 。， 大 即 是 多 项 式 Xe 一式 在 上 的 分 裂 
域 ,从 而 世人 所 是 二 次 德 环 扩张 . 妖 录 和 是 万 的 剩余 类 域 , 则 Gal(k7 
让 中 每 个 元 素 0 淫 导 出 f/f 的 自 后 构 儿 ,并且 cf~>o 人 定义 出 自然 
司 均 

GalCR /RS Ga ND),. 

证 明 先 证 明 如 的 存在 性 ， 由 于 1 蚌 有 限 域 ， 因 此 对 于 每 个 
# 之 1, 有 唯一 此 # 光 扩 域 御 ， 并且 人 * 和 是 可 分 扩张 。 央 中 区] 
中 包含 # 次 不 可 约 多 项 式 g(X). 取 w 次 多 项 式 人 X)e ofX1, 使 
得 &tX) 等 于 亿 交 )modp。 令 禄 是 将 六 XX) 的 一 个 报 s 添 加 到 直上 
而 得 到 的 泪 : 总 == eg) 天 oe) 一 0， 显 然 [家 :] 扎 n, 我 们 可 以 
选取 gs《X) 和 基 X) 的 最 高 项 系数 均 为 1, 从 而 是 对 于 。 的 整 元 
素 .有 51.2 引 理 4 便 知 a€ 0， 令 @ 是 了 ?一 ofp' 中 包含 6 的 草 余 
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美 ， 则 wef，g(o) 一 0 出 于 g(X) 是 放 X] 中 次 不 可 绪 多 项 
起 ,从 53 定理 4 册 齐 

= [CN SL = RD) SL 二 因 
汶 下 和: 条 一 一 天 和 后 )， 即 旭 是 上 的 n 次 不 分 歧 扩 城 . 

驼 在 撤 台 是 二 上 儿童 二 次 不 分 苇 扩 域 。 由 于 [一 Ke 人 
一 4, 从 而 了 是 9 个 元 素 的 有 限 城 。 报 据 本 理 1，。4' 一 {ee 妈 | 
ro 一 zi 是 了 一 wj 在 w 中 的 完全 代表 到 . 妇 果 令吉 一 多 4 
叉 令 是 如 的 条 余 类 琥 , 则 

ES, iEF EF. 
习 4' 和 可 知 和 一 FP， 因此 由 $1.3 定理 3 可 知 

a= [Ff:1] = [1:1] = F/R [RR SR = 于， 

县 曾 直 一 如 一 的 4)。 挤 名 话说 ,和 是 X 一 各 在 下 上 的 分 烈 
域 ， 这 也 同时 证 明了 万 的 唯一 性 ， 由 于 Xe" 一 六 在 如 内 有 下 个 
被 此 不 同 的 恨 , 民 上 政 间 /下 是 可 分 扩张 ,从 而 为 Galois 扩张 ， 另 一 
方面 ,由 于 1 是 夺 限 域 ,以 而 /i 是 x 次 循环 扩张 ， 政 由 $1.2 引 理 
3 可 知 Gal( 允 /4) 中 每 个 元 素 0 岁 诱 导出 Fii 的 一 个 自 间 构 o， 
并 且 上 > or 显然 定义 出 同 态 Ga(kyt 一 Gal(P/ 和 ,a 将 "一 
XX 的 很 集合 4 映 戌 自身 ,并 且 省 是 一 of 的 完全 水 吉 系 ， 从 
调 荐 二 1, 则 出 于 总 一 起 全) 可知 一 1， 因此 Gal(R/ 和 一 
Gal(f7P) 是 单间 起 ， 但 是 这 区 个 Galois 群 的 阶 相等 ，# 一 [kb 
好 一 [f: 门 ， 从 而 必然 Gal(K1 太 GaKYI 和 DD)， 由 于 Ga(P7P 是 
循环 群 ， 因 此 Gal(&/4) 也 是 = 阶 循环 群 ， 即 t/ 为 上 次 插 环 扩 
张 。 这 就 完全 证 明了 定理 ， 

由 于 1 是 4 个 元 素 的 有 限 域 ,所 以 Gaois 群 GaMPyP 是 四 自 
问 构 


mH a, weEP 
生成 的 很 据 上 面 定理 ,这 个 自 后 鬼 对 应 于 Gal( 可 /多 中 一 个 元 
素 p; 于 是 为 Gal( 太 JR) 的 生成 元 ,并 且 对 于 每 个 x'E of 均 有 
px) = er mocp’, 
并 且 p 蚌 所 此 园 余 关系 所 刻 划 的 Ga 起 1) 中 瞧 一 元 素 。 或 们 称 
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外 为 天 分 咸 扩张 站 的 Frobenius 自 同 构 (或 者 Frobeniws* 置 的) 

例 设 & 是 尘 征 为 ?的 局 部 域 。 由 定型 1 可 知 允 一 FX))， 
其 中 的 子 城 斑 同 沟 于 区 的 剩余 类 域 i.。 由 于 下 紫 9 元 专 限 波 ， 
从 而 所 的 # 次 扩 域 所 是 多 项 式 Y" 一 了 在 所 上 的 分 裂 域 . 于 是 
由 定理 4 可知 - 


t= FFXX)) 

是 二 的 "次 不 分 层 扩 域 ， 并 且 丰 的 每 个 有 限 不 分 层 扩 域 埠 可 如 此 
得 到 ， 恕 的 每 个 元 素 = 是 系数 属于 所 的 关于 XX 的 考级 数 ， 净 时 
级 数 x 诸 系 数 a 埠 改 成 a?, 即 得 出 g(x) 的 赛 级 数 表达 式 。 

现 设 1 为 任意 的 * 次 扩张 (不 必 不 分 枝 ), 而 令 

e = eK), f= FRA). 

定理 5 厄 包 含 多 项 式 X” 一 广 在 上 的 分 裂 焉 加 并且 名 
是 包含 在 中 的 之 最 大 不 分 歧 扩 域 ，[ 名 :] 一 六 另 一 方面 ， 
个/ 襄 是 完全 分 歧 扩 张 ，[: 和 ] 一 =， 

证 明 设 F 为 久 的 昔 余 类 域 ， 则 f= [和 f: 科 ,从 而 ?是 用 个 
元 素 的 有 限 域 。 由 引 理 1 即 知 太 包含 X” 一 六 在 廊 上 的 分 发 域 
入 。 由 定理 + 知心 放 是 上 次 不 分 睦 扩 张 。 设 如 是 大 的 任意 不 分 
该 扩 域 并 且 丰 S 下 ， 念 所 一 fW'/ 科 二 [和 ;条 ， 再 由 定理 4 即 
知 各 是 六 中 一 了 在 上 的 分 异域 . 由 于 大 下 /本 一 AR 3KR 7/ 
如， 队 而 五 是 1 的 办 子 ， 从 而 中 一 尽 能 整除 XX” 一 不， 因此 
如 后 , 即 名 是 包含 在 太 中 的 和 之 最 大 不 分 歧 扩 张 。 由 于 站 这 不 
分 歧 , 从 而 7 名 ti) 一 [和 :] 二 了 二 二 和 /于 是 有 KJ 一 1 
即 帮 各 是 完全 分 苹 的 ， 最 后 由 $1.3 室温 3 给 吕 [多 :和 ] 一 区 
Rg] eflf = e. 

定 埋 5 中 的 名 叫 近 扩张 如上 的 吉 性 域 . 

引 理 3 各 果 态 斋 为 Galois 扩张 , 则 Gal(j) 即 是 $14 中 
定义 的 G = Gal(&"/*)》 的 正规 子 群 Go; 

Gal(R' /ho) = Ge, Cah fk) = GC!G,. 

证 明 从 红 .2 引 理 3 可 知 ，GaK/》 中 每 个 元 素 " 诱导 与 

TF 半 的 一 个 启 同 构 o, 并 瑟 o> of 是 同 态 GalCR'YR) > GTID。 
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根据 定义 ，Gs 正 是 这 个 同 态 的 核 。 另 -方面 , 令 包 为 名 的 剩余 类 
域 , 则 由 定理 4 得 到 同样 的 同 构 GalK&/ 匀 人 GalCfoj 门 ,图表 
GAR RY) > Galf /PD) 
! ! 
GACRf SGal(fof) 
是 可 交换 的 .其 中 两 个 基 向 箭头 公 区 是 由 o> | 名 和 oo 
定义 的 同 态 ， 由 于 KR) 一 了 一 【各 :一 大 各 7 有， 从 研一 刁 
因此 Ge 与 Gal(R/4) 一 Gal( 避 /fy 的 核 Gal( 才 jj) 一 致 
对 应 于 惯性 域名 的 G 一 GalC4/) 之 正规 了 于 群 Go 虽 做 Galois 
扩张 太 庆 的 惯性 于. 
定理 6 设 允 为 局 部 域 的 任意 有 限 Galois 扩张 , 则 Ga 7/ 
和 ) 是 可 和 解 群 , 民 旬 做 必 为 可 和 解 扩张 . 
证 明 由 引 理 3 和 定理 4 知 G/ G, 为 循环 司 。 又 由 定理 3 可 
知 太 ji 是 完全 分 歧 扩 张 , 从 而 由 四.4 定理 + 知道 6, 一 Gal(/ 和 ) 
为 可 解 群 。 所 以 G = GaiGg /At)》 是 可 解 群 。 


$3.3 ”局 部 域 的 范 群 


设 交 为 局 部 域 和 的 有 限 信 域 ， 令 WA 是 六 对 于 外 的 范 ，UU 
和 分别 为 志和 的 单位 群 。 显然 NnKk*") 是 好 的 对 法 子 
群 ,从 纪 .3, 定 型 3 系 中 的 公式 可 知 

Nat UU) 一 Neon I ND. 

但 是 头 $53.1, 定 理 3 知道 的 紧 群 ,又 由 $1.2, 引 理 4 知道 范 肌 射 
是 韦 续 的 。 闪 而 tw) 是 的 紧 子 群 。 我 们 抬 Nix《X*) 和 
em(D 7 分 别 对 作 雹 大 的 范 玉 和 单位 范 群 。 

引 理 4 如 果 尼 记 是 不 分 歧 扩 张 , 风 Nen(D) 二 UU。 

证 明 如 5L1 中 所 述 , 利 用 下 的 素 元 < 定义 同 格 

US UU nS Cn > 0). 

韦 F = sf 是 不 的 剩余 类 域 ，D。 一 【十 mm(n 之 1)， 内 于 外 谍 
不 分 夸 ; 从 而 * 也 是 名 的 素 元 。 对 于 = 在 太 中 有 同 祥 的 所 鬼 
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UU STI, UU ST (Cn > 1). 
我 们 用 六 各 分 与 表示 有 限 域 扩张 f/f 菜 迹 和 范 , 利用 定理 4 
中 前 自然 同 构 Ga(X/ 和 守 GsKTYf) 电 可 证 得 下 面 两 个 图 表 是 如 
交换 的 : 
玉生 DO 
Tn nm Tay tr 
US UU Si, 

此 外 ,由 于 有 限 域 久 张 了 if 中 的 耿 亲 7 和 N' 均 是 满 射 , 办 此 两 个 
图 表 品 的 坚 线 入 一 Ne 也 是 满 生 。 从 而 Da/ Uontn 之 0) 条 每 
个 剩余 类 中 均 有 和 Yew U5 中 元 未。 然后 与 证 明 引 理 3 一 样 得 到 
NealU) ~— UV, 

引 王 5 设 久 是 局 部 域 的 有 限 纯 不 可 分 扩 域 , # 一 [ 允 : 太 ]， 
则 大 完全 分 瞩 并 且 

NA 一 一 二 

证 明 ”如果 过 的 特征 为 0， 则 才 一 An 一 1 从 而 上 述 论 昕 都 
是 显然 的 ， 以 下 设 交 的 特征 为 。， 于 是 ”为 ?的 震 。 首先 注意 如 
也 是 局 部 忒 ， 从 而 由 定型 工 知道 如 包含 一 个 子 域 下 与 娘 的 剩余 
类 成 了 同 构 :于 是 下 一 天 ((X)D)。 如 果 克 全 是 纯 不 可 分 扩张 ， 则 
对 于 帮 中 每 个 元 素 * 均 有 Niet*"》 一 **， 从 而 

Rk 
由 于 下 是 等 征 为 的 有 限 域 并 且 * 为 p 的 办 ,从 而 下 "一 F. 干 
是 
ke = F(X)). 

不 难看 出 FCCZ")) 是 多 FLCX)) 的 子 堪 并且 {FCCX)): 
CCX")] 一 ?， 有 从 而 由 [吉本 二 Ww 和 " 忆 夺 得 到 大 二 紫外 ， 
由 了 二 CX 可 知名 的 剩余 类 域 和 与? 相同 ;从 而 f= [P:4] = 1， 
邵 坟 上 是 完全 分 踊 的 . 《 队 定理 5 也 襄 尺 得 出 完全 分 野性 .) 

定理 7 谈心 是 局 部 域 * 的 任意 有 限 扩张 ， 则 必 计 的 范 群 
Weakg>》 和 单 定 尖 群 NAwr(U') 均 是 的 开 子 妊 从 而 也 是 闭 子 
群 ,并 且 
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[RNeACR*)] < 十 co [UNea(U)] < +m. 
证 明 为 简单 起 见 , 令 iC&/R) = [DU:NexD0 1， 先 证 i&/ 
*) 是 有 限 的 ， 先 设 名/ 是 素数 次 循环 扩张 , 则 区 或 者 不 分 歧 ， 
或 者 完全 分 野 , 分 别 利用 引 理 4 或 者 $1.4, 定 理 > 即 知 公 碟 ) < 
十 00。 又 若 外 的 特征 为 也 而 如 他 是 次 纯 不 可 分 扩张 , 则 用 引 理 
5 可知 区 一 [ENeA)nEZ] 一 1。 最 后 设 k/ 是 任意 有 
限 扩 张 , 设 为 部/《 的 中 间 域 , 0" 为 ”的 单位 群 , 则 
Nem UISU", NuaCU' EN U") EDU, 
[Na CU ): Nes U')] < [Us Ne U’)], 
从 而 得 到 
RIE) SIR CR TE) RTE) < RA). 
于 是 址 i 和 JR") < 十 co 和 并 /4) < 过 十 oo 可 以 推 得 i) 过 
寸 c。 反之 由 it/ < 十 co 也 可 推出 民 tAA) < 二 oo, 由 此 及 
定理 6 即 可 对 于 任意 埋 限 扩张 盛大 证 明 式 丰 /A)》 之 十 0, 方 洁 与 
证 明定 理 1 一样， 
由 于 We")》 紧 ,从 而 为 上 的 闭 子 群 ， 了 又 由 于 /三 十 
co， 从 而 它 也 是 忌 的 开 子 群 。 又 因为 U 是 ”的 开 子 群 ， 所 以 
WanCZD 也 是 的 开 子 群 。 由 于 NankR*) 包含 NetCE ,从 而 
自然 是 的 开 子 群 ， 设 < 是 多 的 素 元 ， 由 于 x 一 [:《], 从 和 "二 
Nuim)E Nena(k"“)。 理 由 一 《x》X 如 和 兴 / 大 ) < 十 co 即 
得 到 [NeatR*)] < 十 oo。 
为 了 今后 的 需要 ,我 们 举 一 个 单位 范 群 的 重要 例子 作为 说 明 ， 
以 下 设 人 ,>) 是 特征 为 的 ?局 部 域 ， 根 据 定理 1, 太 包含 一 个 
育 限 子 城下 同 构 于 《的 剩余 类 域 1 一 ofp, 并 且 《 二 F(X)),o 一 
FILX]],p = (X) ==XF[I[LX]].。 如 上 令 Us 一 1 十 p(n 守 1)， 
则 FF 一 Fr,U=V XU 二" XU,, 从 而 
Ur=F* xU?= Fx (+ XFLIX?]I). 
令 w 一 [nf8], 则 
IU;UrUs nn] = [Us: UD, = gq” (#21), 
其 由 ?为 f 的 元 素 个 数 ， 也 就 是 五 的 元 素 个 数 ， 对 于 不 中 每 个 元 
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素 x, 令 
tx) = x? — x, 
则 六 一 全 定义 出 加 法 群 驻 的 自 同 态 , 它 的 核 是 & 的 寄 域 的 
加 法 群 硝 ， 一 般 地 ,对 于 任意 z 关 0, 令 
4 一 XIX]] 一 人 rekl2(x) > —n)}, B, = ArNAR'). 
由 于 必 丰 SF，FoSF, 从 而 [后 :( 下 )] 一 P 此 外 若 *eh 则 


y= (一 7 


在 p 中 收 伍 ， 并 且 满 足 rly) 一 *， 从 而 了 一 rpP)SrCt)。 如 果 
p(x) < 0， 则 x(rGO) = py(x) < 0, 于 是 当 # 一 0 时 如 一 5， 
Bo 二 oN 人 (K7) 一 Co) 一 以 F) 十 p， 从 而 得 到 

[4o: Bo 一 【天 :以 大)] 一 也 
另 一 方面 ， 如 果 v(*) < 0 并 且 pIv(x), 尺 于 所 ?一 下, 从 而 存在 
元 素 yE 划 ,使得 

y= xmodr(R+), vtx) < vy), 
于 是 当 = 实 1 时 , 4s/ B。 的 每 个 剩余 类 均 含 有 形 如 


BaiXit a, me 到 
Ea 
的 元 素 。 并 且 当 ai 关 0) 过 下 的 全 部 元 素 , m 过 FI 必 F) 的 代 
表 系 时 ,由 上 式 得 到 的 全 部 元 素 即 是 4。/ B 的 完全 代表 系 。 从 而 
[As:B,] = pq"™, m— [n/p], 
今后 我 们 需要 这 个 结果 . 
现在 轴 定 和 的 一 个 代数 封闭 域 9, 对 于 每 个 元 素 *e fk。 以 息 
表示 多 项 式 Y? 一 了 一 * 在 上 的 分 裂 域 (C9), 设 < 是 于 一 
Y 一 * 的 一 个 根 , 则 全 部 根 为 cv,w 十 1，…-，a 十 一 1, 从 而 
Rr = Rlo), of — om x, EQ, 
关于 这 种 扩张 有 熟知 的 Artin-Schreier 定理 ,其 结果 如 下 所 述 : 
1) 如 果 <e 区 对 )， 则 &z 一 如 果 zx 六 民生 ) 则 心 信 是 如 次 
少 环 扩张 ，Gal(kx/A》 是 由 满足 oe) 一 “十 工 的 自 同 构 o 生成 


38 


的 .并 且 (包含 在 如 中 的 ) 玉 的 每 个 二 次 循环 扩 缉 岁 可 以 如 此 得 到 。 

2) 如 果 zx，ye 大 , 史 大 一 名 的 充 要 条 尾 是 x 和 7 在 丰 VKK 
中 生成 同样 的 子 群 . 

如 果 xE 4 二 区 寻 ) ,由 上 可 知 存在 ke 下 使 得 + 三 amodr()， 
从 而 恕 一 克 一 下 om)， 其 中 路 一 一 如 果 a& 区 FF), 则 mE 下 ， 
从 而 和 一 襄 一 克 男 一 方面 ,如 果 a 蕊 民 户 ), 风 对 手 玉 利 用 Artir- 
Schreier 定理 ,可 知 F(av)fF 是 次 循环 扩张 ,因而 

和 一刀 一 天 (oo)C(X)) 

是 上 一 CCK)) 的 ?次 不 分 赎 扩 张 (参见 前 节 的 例子)， 其 次 。 妇 
果 zx 和 4 十 rt)。 则 由 1) 和 3) 知道 如 是 多 的 ?次 循环 扩 域 但 
是 不 同 于 上 述 的 不 分 野 扩 域 忒 一 F(amX(X))， 概 据 定理 4, 8 中 
下 的 户 次 不 分 歧 扩 域 是 唯一 的 ,因此 /大 是 分 歧 玉 张 ， 因 下 是 
次 完全 分 上越 扩张 ， 

引 理 6 设 x 是 上 而 定义 的 加 法 群 4s(* 之 0) 中 任意 元 素 ， 

=k = (oe), of — r= x, 则 
UnENeatU’), 

其 中 隶 是 大 的 单位 群 

证 明 先 设 xE Ao 十 Rf) 邑 x€ A4 十 Be， 风 由 上 曾 毛 述 
可 知 包 一 如 一 多 威 者 如 1 是 了 次 不 分 歧 扩 张 。 由 引 理 4 即 知 
和 wat0) 一 五， 从 而 本 引 理 成 立 ， 以 下 设 x 各 4 十 区 和 )， 妓 
x 部 Ao 十 8,。 于 是 访 1R 是? 次 完全 分 野 循 环 扩 张 。 知 果 吉 一 二， 
则 x 姑 依 束 于 4./B。 的 剩余 类 ,根据 上 面 对 于 4*/B。 的 代表 系 
所 作 的 注 记 , 我 站 可 以 湖 定 

ze 一 一 ?1 in, phi, 
设 为 如 的 正规 赋值 :=' 为 《的 素 元 ,o 为 如 前 所 述 的 Gs/ 各 
的 生成 元 , 则 
yar) — 1) = ss 
序 
ofr) =e + dr, BER, vp) = 0. 
风 朋 定理 $5 可知 
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UENeA UU). 

申 于 :一 1 时 Uon 三 VU,， 从 而 引 理 成 立 ， 座 下 候 定 s 头 2， 则 白 
上 这 可 得 
1 — i mode nr, 

ol Hnodr "i: (> 1). 
男 一 方面 ,由 一 6 一 + vw) 一 加 人) 二 一 访 可 知 (Ko 一 
一 i 此 外 ,由 于 如 后 是 完全 分 层 的 , 因而 六 的 剩余 类 域 『 等 二 
的 剩余 类 域 i, 从 而 正 也 是 1 的 完 念 代表 系 ， 所 以 由 51.3: 定 于 1 
可 知 在 名 中 展开 成 如 下 形式 

=a am a Fa, < 0, 

再 由 先前 的 同 余 式 即 得 

oe) = iapa rT! mode tr, 
从 下 a EF 4, 守 0 和 (8) 一 0 得 电 

va) — 0) = —i+s—1. 
但 是 mkc) 一 “十 1， 所 以 上 式 去 边 的 赋值 必然 是 0, 因 此 
了 一 了 上 十】 


ola 


于 是 由 7m 由 得 出 
Un SU, ENeA(CU'),. 
这 就 证 明了 引 理 ， 


， 咎 


第 四 章 极 大 不 分 歧 扩 域 


我 们 在 前 章 53.2 中 已 经 叙述 了 关于 局 部 成 有 限 扩 域 的 基本 
性 质 ， 为 了 以 后 几 章 作 准 备 ,本 章 可 考查 五 的 无 限 扩 域 , 转 别 是 
的 报 大 不 分 坡 扩 域 , 同 肝 壕 证 明 沁 后 需要 的 一 些 有 关 结 沫 . 


54.1 代数 扩 域 和 它 的 范 群 


杰 世 从 此 以 后 均 是 以 局 部 域 《 作 为 基 域 、 考 查 它 的 代数 扩 域 
特别 是 Abel 扩 域 ， 为 方便 起 志 , 我 们 面 定 世 的 一 个 代数 闭 包 2 
由 于 /4 是 代数 扩张 ,根据 $1.2, 引 理 2 可 知 和 的 完备 正规 赋值 
3 百 以 唯一 地 芳 充 为 & 的 赋值 x， 令 总 是 对 于 的 完备 化 记 
交 为 到 豆 上 的 自然 庆 充 ， 这 时 ;若是 坟 上 任意 代数 入 模 , 则 
不 计 丰 -后 构 ，F 可 以 着 作 是 和/ 的 中 间 域 互 对 于 & 诱导 出 
的 折 扑 是 拓 间 域 。 而 在 2 中 的 闭 包 F 是 如 的 子 域 ,显然 
基 对 于 限制 股 值 xl 的 完 省 化 ， 以 下 设 F 玉 是 代数 扩张 .如 
上 所 述 我 们 考虑 

ICFCD, CFEFED, 
以 及 

ve plF, ve— plE. 
vp 是 到 的 代数 扩 域 上 的 唯一 扩充 , 而 vy 恰好 是 vp 到 完 
条 化 域 中 的 自然 扩充 ， 

现在 没 o 是 F 和 的 身 同 构 , 则 由 $1.2, 引 至 3 可 知 o 也 是 下 

的 拓扑 自 间 构 ,并 且 满 是 

Drad = Pp, 
根据 连 弱 性 ,go 下 以 唯一 好 扩充 成 的 拓 四 自 同 构 ， 并 且 5 老 
不 上 满足 


oA4te 


ppoF 一 PP 

由 于 c(zr/yz) 一 1, 并 且 vs 和 vp 的 剩余 类 域 一 致 ， 因 此 = 和 
5 在 它们 的 剩余 类 域 中 诱导 出 入 同 的 同 构 (参见 81.2, 引 理 3 ). 

如 果 下 是 天 的 Galois 扩 域 , 今后 将 它 的 Galois 群 GaiC P18) 
看 成 是 对 于 Kroil 还 扑 的 全 不 连通 紧 群 >，。 和 如 果 F' 是 了 /的 中 
闻 域 , 则 Gal(F/F') 是 Gal(F/X) 的 闭 子 群 ,因为 Fj 是 Galois 
扩张 ,适当 地 选取 一 族 克 的 有 限 Galois 扩 域 {名 }ier， 可 使 是 这 
些 做:|it 1} 的 并 (例如 可 以 取 包 合 在 下 中 的 金 部 下 的 有 了 跟 Galois 
扩 域 )， 如 果 心 和 各 属于 上 述 域 族 ， 并 且 如 S 名 ,我 们 便 记 成 
i 所 7。 这 时 ,限制 映射 ci-> ol 定义 出 有 限 群 的 满 同 态 

Gal(E/) 一 Gal(k/t), 

此 外 ,由 于 下 是 {jier 之 并 ， 对 于 任意 两 个 下 标 六 ET， 均 存 
在 5sE1 使 得 二 所 训 ， 训 二 吉 从 而 对 于 i 所 二 时 的 上 述 癌 态 
族 ,可 以 定义 有 限 群 Gal(/t) 的 射影 极限 im GalC&/ 如 并 且 


从 限制 映射 给 出 的 同 态 GalCF/ 旭 一 Gal(t/t) 诱导 出 自然 同 构 
Gal(F /DS lim GC /RD. 

此 式 右边 是 射影 有 限 群 《profinite group)。 志 定 义 可 知 这 是 全 不 

连通 群 ,而 上 述 同 构 是 从 紧 群 Ga /4) 《对 于 Krull 拓扑) 到 它 

的 射影 有 限 群 的 拓扑 同 构 。 今 后 为 简单 起 见 , 利 用 上 面 的 同 构 ,我 


们 将 GalCF/*) 和 ImGa(k/A) 看 成 是 一 回 事 , 写 成 
Gal(FAA) = lim GalCk/ A). 


更 一 般 邮 ， 如 果 E'SSFSQ, 并 且 F/F' 是 Galois 扩张 ， 则 
Gal( F'fF) 同样 是 射影 有 限 群 . 

过 去 我 们 把 局 部 域 或 者 完备 域 的 单位 群 记 成 品 ,U', Uk 等 ， 
今后 为 明确 起 见 ,对 于 9 的 每 个 中 间 域 ,FF 的 ( 即 是 vs 的 ) 
单位 群 写成 UC(F), 而 F 的 完备 化 F 的 ( 即 是 vp 的 ) 单位 群 写 


了 ) 本 章 以 后 经 常 使 用 Galois 群 的 Krull 拓扑 ;射影 有 限 群 以 及 一 般 的 射影 极限 
和 归纳 极限 等 ;关于 这 些 现 已 熟知 的 庶 念 可 参照 菩 崎 [5 附录 > 或 首 Cassetr 
Frahtich [3 第 五 章 ,第 116 -121 页 . 


42 


成 UE)。 
发 于 如 上 所 示 的 每 个 ,扩张 下 上 拓 的 范 群 各 单位 范 群 分 别 
定义 成 


NFIO) = (Nalk™), 
所 


NUCFIE) = MN Nea(UED, 


国 
其 中 入 均 是 过 满 呈 不全 如 全 户 , [如 ;看 | 之 十 oo 的 会 部 中 润 域 氏 ， 
无 Wew 是 有 限 了 了 张 如/ 的 范 ， 显 然 NCF/A) 和 NUCFIA) 分 
别 是 入 和 UCR) 的 子 群 。 特 别 当 Fj 是 有 限 扩张 的 时 伐 ， 它 
与 $3.3 中 的 范 群 和 单位 范 群 是 一 亦 的 ， 并 3 由 8$3.3，, 宏 型? 可 知 
NGCPAD) 和 NUCFIK) 是 的 胖子 群 . 此 外 ,如果 AiE FSEF， 
则 
NCF/OENCF NR), NU(FIOENUCF' A. 

在 $3.3 中 已经 涪 过 , 夺 于 任意 有 限 扩张 如 成 ， 我 们 有 

NORTE = NEIO TN UR). 
对 于 一 般 的 开 ， 则 由 定义 可 直接 得 出 

NU(CFIR) = NCFIRON UCR). 

引 理 1 对 于 每 个 自然 数 = 源 1, 均 有 


NF) = (NY NeaCUOR)Y, 


证 明 ” 右 这 显然 包含 左 这 .于 是 右边 的 交集 合 必然 包含 某 个 
元 素 #。 对 于 满怀 生 部 三 [和 :< 十 oo 的 每 个 中 间 域 总 ， 
令 SC 和 一 {ve Nea(DCRC)D1v* = w}。 由 假设 可 知 5C) 不 是 
空 集合 ,并 且 5( 世 》 显 然 是 紧 群 WK) 的 团子 集合 ， 又 如 果 《三 
， 和 FF， 外: 本 之 十 0，[ 名 : 科 过 十 ， 则 KESF， 
[Rb: 页 ] < 十 oo 并 且 SCIESCGDOPSCG)。 再 由 UR)》 的 紧 
性 可 知 全 体 SCKY 的 交集 台 是 非 空 的 ， 令 ww 是 这 个 交集 中 的 元 
素 , 则 weENECR/ 人 以 而 一 mmENB(CPIA)"， 于 是 证 明了 引 
理 .。 
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引 理 2 假设 AEKCFCO, [过 十 0 则 
NunCNUCEIE)) — NUCF IE), 
证 明 由 于 人/ 是 有 限 扩张 ， 从 而 如 也 和 天 一 样 是 局 部 
域 ， 于 是 二 以 和 定义 CP 一 样 对 于 代数 扩张 F/ 太 定义 单 
位 范 群 NGCF /也 就 是 说 , 令 Kr 过 满足 [全 :人 天 十 cc 的 
下 的 


NPIEY = f) Noa UCR'D). 


另 一 方面 不 难看 出 
NUCFID = ) NoaCUOKD), 
Co 


从 而 引 理 中 等 式 的 左边 包含 右边 ,于 是 左边 必然 包含 NUCFP/K) 
中 任意 无 素 a。 对 二 每 个 入 令 

SRE) — {v EN UCR I | Nes) = #}» 
与 证 明 上 一 引 理 一 样 卫 可 知 SQ*) 是 PK 的 非 空 闭 子 集 ， 并 
且 科 从 过 JESKRD 人 SG)。 再 由 EC 的 紧 性 即 知 交集 全 
n SKK*) 是 非 空 的 . 设 we N SC 和)， 刚 weE NUCPJR), 于 


是 wo— NaaCw) ENE, NUCEN )， 记 就 证 明了 引 理 . 


$ 42 家 大 不 分 歧 扩 域 kr 


大 。D， 总 等 如 上 节 所 述 ， 如 果 六 是 下 的 有 限 扩 域 , 则 2 一 
上 | 站 是 不 的 完备 正规 赋值 v 到 《" 的 唯一 扩充 根据 1.3. 品 的 
定义 我 们 有 

cf 人 一 cotyoy 一 Let” Yr )], 

从 而 疙 天 是 不 分 苇 扩 张 的 充 要 条 件 是 px(《*) 一 A7) 二 已 
即 wi 是 正规 赋值 ， 一 般 地 ,对 于 《的 任意 ( 厌 必 有 限 ) 代数 扩 域 
PR,AEPFSQ4， 如 果 vp 一 pg|F 是 正规 赋值 ,我 们 就 定义 F 谍 为 
不 分 战 扩张 ， 如 果 Ff 是 不 分 野 扩 张 而 ACE 忆 SP， 则 亚太 也 


sn 


是 不 分歧 扩张 ， 

令 f 是 局 部 域 《 的 剩余 类 泪 ,4q 为 有 限 域 1 的 元 素 个 数 . 根 
据 $3.2, 定理 + ， 对 于 每 个 自然 数 2 之 1， 翅 存在 唯一 的 中 间 域 
如 使 得 


不 CK 生 和，[ 丰 :大 ] 一 wm， 此。 谍 不 分 坡 。 
4 即 是 X? 一 X 在 天 上 的 分 标 域 ,因此 各/ 为 w 次 循环 扩张 。 
如 果 以 PP 丙 永 如 的 剩余 类 域 : 则 自然 肌 身 sc--> 给 出 司 构 
GalCk lk) 一 GaiR/D。 
如 果 nm， 则 X7 一 X 可 以 整除 X” 一 X， 因 此 记 三 和 &。 队 
而 全 部 名 (s 之 1) 的 并 集合 KK 是 2 的 中 间 域 。 由 于 vx| 和 一 
4 一 ww 是 上 的 正规 赋值 ,从 币 vx 一 pK 是 六 上 的 正规 
贼 信 , 见 下 / 是 不 分 肢 扩 张 。 另 一 方面 , 设 FA4 是 任意 一 个 不 
分 上野 扩 张 ; 取 a€ F， 则 不 a)j 也 不 分 读 ,如 果 令 [oe):] 一 
zi 则 区 0) 一 向。 因此 ce 和 三 及， 即 了 三 天 ， 换 生 话 说 ， 玉 是 
《 包 全 在 9 中 的 ) 上 之 姐 大 不 分 读 扩 域 ,以 下 将 开 记 为 各 : 
Rr — k=) ke, 
每 个 和 上 拒 均 是 Abel 扩张 ,从 而 和 -成 也 是 Abel 扩张 并且 
是 添加 所 有 多 项 式 X?” 一 X(n 之 1) 的 全 部 根 到 中 而 得 到 的 
域 ,也 即 是 添加 所 有 《9" 一 1) 次 (n 之 1) 单位 根 到 大 中 而 得 到 
的 域 , 设 # 是 ?局 部 城 , 则 9 为 ?的 圭 , 从 而 上 述 单 位 根 全 体 恰 好 
是 口中 阶 与 ? 互 素 的 全 体 单位 根 <， 也 就 是 说 。 
K= ko— KP.). 

定理 1 KK 二 多, 的 剩余 类 域 ix 是 大 的 剩余 类 正二 的 代数 
闭 包 。 如 果 以 o 表示 元 素 ce Gal( 天 成 ) 诱导 出 来 的 fx 的 全 
自 同 构 , 则 ch > of 定义 出 拓扑 同 构 

Gal(KIR)YSGACT/fD. 

证 明 当 #|m 时 如 ESko。 有 从 而 和 iwCSir。 又 因为 天 是 
和 fr 关上 之 并 集合 , 从 而 乒 的 东 值 环 岂 是 和 tw 之 1) 的 局 入 环 
的 共 集 合 ,并 且 i 是 子 域 ols 之 1)》 之 并 货 合 。 伍 是 对 于 每 个 
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自然 数 n 之 1， 有限 域 『 只 有 惟 -- 的 # 次 扩 域 ,再 加 上 [fs: 科 一 
[tn] 一 2， 从 而 可 知 ix 是 二 的 代数 闭 包 ， 此 外 ,， 当 nlm 时 
ESkw。， 限 制 映 庙 "六 > alk 定义 出 同 态 Gal(tn/R) 一 Gal(Key 
《)， 又 由 于 上 一 节 所 述 可 知 K 是 《ln > 1) 的 并 集合 ,从 而 
GalCRK/ 全 一 limGal(k,/R), 


完全 同样 地 ， 
Gal(fx/ = amGal(f/PD， 


另 一 方面 ,对 于 每 个 守 1， 定 理 中 所 述 的 鼎 射 rcH> o 诱导 出 
53.2, 定理 4 中 的 同 构 Gal(Xa/) 访 Gal(4./ 门 然后 从 上 面 两 个 等 
式 即 得 到 

GK IOS Galte/). 

由 于 Kj 是 不 分 肢 扩 张 量 zx 是 正规 赋值 , 于 是 $1.3 中 定 
义 的 《K， wx》 的 完备 化 (KK，vx) 是 完备 域 。 并 且 天 的 剩余 类 
域 尽 与 天 的 剩余 类 域 kk 一致 。 又 由 上 述 定理 知 fx 是 代数 封 
闭 域 ， 从 而 《 尺 ，vg) 即 是 在 第 二 章 研究 过 的 闭 完备 域 ， 这 样 一 
来 ,我 们 可 以 从 局 部 域名 自然 地 构 作出 一 个 闭 完备 域 ， 例 如 设 
到 为 有 限 域 严 的 代数 闭 包 , 则 由 局 部 域 一 CCX)) 决定 出 的 
闭 完备 域 下 恰好 是 严 ((X)). 《参见 53.2 的 例子 .) 

由 于 人 是 9 元 有 限 域 而 f 是 它 的 代数 闭 包 , 从 而 映 庙 

mF wm, wm Efx 

是 fx 的 修 自 同 构 。 由 于 Gal(K/#) 信 Gal(fx/ 人 ), 对 应 于 上 述 启 
同 构 的 Gal(K/4》 中 元 素 叫 作 扩张 K/ 的 Frobenius 自 同 构 
(或 者 叫 作 Frobenius 置换 )。 设 sx 和 px 分 别 为 K 的 赋值 环 和 
极 大 理想 ,按照 的 定义 ,对 于 tk 中 每 个 元 素 。 均 有 

ple) 一 ge modpk， 
并 且 这 个 性 质 唯一 地 刻 划 了 Gal(K/A) 中 的 Frobenius 自 同 构 ， 
对 于 每 个 # > 1，9 显然 诱导 出 Xs/ 的 Frobenius 自 同 构 gs 
(53.2)。 由 于 Gal(&/《) 是 由 p。 生 成 # 阶 循环 群 ,从 而 

ZI ,ZS GalCks fe), 
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amodn > gp, 
因此 当 am 时 ，pw 4 一 |*s 一 9， 从 而 得 出 交换 图 表 
ZimZ SGal( kn k) 


| + 
ZInZ I Gk) 
其 中 左边 屋 线 是 由 amodm -> amodn 定义 的 自然 司 态 。 设 
Z= limZ/nZ 
是 对 am 定义 的 这 种 同 态 族 的 射影 板 限 ， 则 习 Gal(K/) 一 
EmGal(kw/f) 以 及 上 面 的 交换 图 表 , 即 得 到 身影 有 限 杂 ( 即 是 全 不 
连通 的 紧 群 ) 的 拓扑 辣 移 
GaK1D. CD 
自然 司 坊 Z 一 ZinZ (n 光 1) 诱导 出 单 射 ZZ 一 多 ,并 且 己 是 
乙 的 稠 子 群 ， 仔 绍 考查 上 述 同 构 (1) 的 定义 ,可 知 自然 数 16 ZZ 作 
为 Z 中 元 素 ,由 同 构 (1) 怠 成 下 /* 的 Frobenius 良 同 构 p: 
lH 中 
于 是 问 构 (1) 诱 导出 子 群 同 构 
ZSp), rr> yp", 
其 中 《wg》 是 由 P 生 成 的 GalCK/#) 的 子 群 ,但是 了 在 安 中 各 
密 , 从 而 《p》 为 Gal(&1R) 的 种 子 群 因此 拓 补 同 构 (1) 由 条 件 
1 王 > gp 所 唯一 决定 
注 记 设 是 索 数 ， 如 为 p-adic 加 法 群 , 则 上 面 的 多 后 


构 三 直 积 I 如 ,从 而 是 紧 群 . 

从 定理 1 的 证 明 我 们 知道 , fx 为 i.(w 之 1) 的 并 集合 . 将 
$3.1。 引 理 1 的 系 必 于 (zn 之 1), 可 知 自 然 同 态 咪 一 fr 一 
oxjpg 诱导 日 策 法 群 的 同 构 

Li 
其 中 『。 即 是 早先 定义 的 阶 与 9 互 素 ( 即 是 号 互 素 ) 的 单位 根 
全 体 。 从 而 (7。) 一 Vs。 但 是 Probenins 自 同 构 9? 对 于 < 中 
4 


元 素 满足 同 余 式 (9) 三 Timodpk， 从 而 必然 满足 等 式 
PM) — 1 EE ee 

现在 证 明 关于 KK 一 ;和 它 的 完备 化 天 〈 那 久 在 互 中 的 闭 
包 ) 的 一 些 结果 . 根据 上 节 的 福 记 ，KK 虎 的 Frobenius 自 同 构 ? 
唯一 地 扩充 成 玉 的 自 同 板 虽 ， 并且 PP 和 9 在 剩余 类 域 fk 一 
fx 上 诱导 出 同 举 的 自 同 构 o> @?。 为 简单 起 见 ,今后 若 不 会 发 
生 误 解 ,我 们 也 将 8 写成 m. 设 

f= ofp, 和 一 okypky 
则 KK 的 自 同 构 p( 一) 显然 请 导出 脖 值 环 og 抱 加 法 群 以 及 单 
位 群 UCK) 的 下 列 自 同 访 : 
F— lo >or, et 3p Dam ple)— oa, 
PlUR> UKR), > Sr ~ pt). 
关于 它们 有 如 下 定理 : 

定理 2 设 0 一 ox，U(K) 一 U(8) 是 自然 单 射 ， 风 下面 是 

两 个 正 合 序列 
O00 or —0, 
1 UR > UR) Sh UKE) =1, 

证 明 ”我 们 只 所 述 第 二 个 序列 的 正 合 性 证 有 胃 ， 第 一 个 序列 可 
这 类 似 址 证 明 。 首 先 , 由 子 你 = i 是 代数 封 羽 域 ， 国 此 o> 
9 一 ae， oo 分 别 将 使 和 说 映 到 其 委身 之 上 ,于 是 得 到 

Cp — oe +pr—=or, URYPHI + pe) = UR). (2) 
此 外 ,由 于 Kj* 不 分 歧 ， 从 而 六 的 守 元 x 同时 也 是 区 的 索 元 ， 因 
此 也 是 天 的 案 元 . 

如 果 $e DUCK)， 册 显然 部 "' = [， 有 反之， 假设 &e 以 (天 )， 
rt 一] 即 KE) 一 上 由 于 fx 一 fx、 可 知 上 述 保 合 了 = 与 堆 
元 素 0 的 并 集合 如 构成 全 在 ox 的 完全 代表 系 ， 将 $1.3, 定理 上 
用 于 完备 域 入 ， 可 知 上 唯一 邮 展 或 

§ = Dear, a A, 
一 
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由 于 reg， 从 而 p(w) 一 x*， 但 是 Fe 中 【从 而 4 中 ) 每 个 光标 
4 均 有 g(e) 一 ae 4。 因 此 
b= 9 一 了 Wap 


一 >) dar, ag€ A, 
Es 


由 展开 的 唯 -性 可 知 
吧 一 a 人 会 0) 
于 是 由 8$3.1, 引 理 1 即 知 week (ea 关 0)。 但 是 局 部 域 是 完备 


的 ,因此 一 了 3 qsrr Ek 从 而 EDUC 一 各 从 UCR)、 这 谣 证 


明了 
1 UO VE) SUR) 

的 正 合 注 ， 

其 次 ,对 于 任意 元 素 5 UCR)， 我 们 现在 证 明 存在 UCR) 
中 元 素 序列 {avjsve 使 得 

modpR ,9 yonmodpl (7 > 0 
由 (2) 式 显然 得 浊 % 革 存在 性 。 现 在 急 定 满足 条 件 的 mm, ， 
gal# 之 0) 已 经 作出 ,并 设 i893 ?二 1 十 wm", 其 中 ak og。 由 
(2) 式 可 知 存在 BE og， 使 得 a 三 (9 一 1)8rmodpg。 对 于 这 个 有 
我 们 令 mt 一 (1 一 Bes*)， 则 aon VK) 并 且 直 搂 验证 
有 : 
= qmoadpRt ,9s 41modpe 
这 禹 证 明了 fj 的 存在 性 ， 由 于 民 是 完备 域 ,从 而 tj 
在 天 超收 伍 . 令 “ 
加 一 lim LE 

则 we U( 民 ) 并 且 显 然 有 上 一 地 "于 是 U(KK)- 了 VU(RD) 是 
注射 。 这 款 证 明了 定理 
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引 理 3 对 于 天 一 A 我 们 有 
NOCKIR) 一 NUCKIR) 一 UCK), 

证 明 从 53.3, 引 理 4 知道， 对 于 每 个 ” 之 1 均 有 Niwa(U 
《4)) 二 UCR)， 因 为 K 是 和 (n 之 1) 之 并 集 , 从 而 由 定义 直接 得 
到 NUCKID 一 UCR)。 此 外 ,大 的 素 元 = 也 是 k。 的 素 元 并 且 
外 一 (xz)》 X UE)、 从 而 

Na 人 ~ C1") x UCE). 
再 由 《x》 守 ZZ 即 得 到 NCK1R) 一 UCR). 

引 理 4 设 F 是 克 的 代数 扩 域 , 即 《SFS9, 则 范 属 NCF/D 

包含 吉 的 素 元 的 充 要 条 件 是 
FNK = R, Kksy, 

证 明 如果 F NK 尖 此 , 则 存在 适当 的 + 之 2 使 二 名 SFnK。 
从 上 一 引 理 的 证 明 可 知 NCF/ASNCkb/) 一 《x"》X UCR), 所 
以 当 # 守 2 时 NGCF/K) 不 包含 和 的 素 元 ， 另 一 方面 ,如 果 下 们 天 
一 A， 设 六 为 包 仿 在 F 中 的 之 任意 有 限 扩 域 ,以 Bi 表示 如 
的 素 元 全 体 .- 如 果 x ET， 则 Jw 二 weU(r), 从 而 I 是 如 的 
紧 子 集 。 此 外 ,由 于 NK 一 六 可 知 如 / 太 是 完全 分 歧 的 ， 从 而 
Nw") 是 多 的 素 元 , 即 Nawx(w') EI。 如 果 令 

SR) 一 Ne = Ne NUCE TEA), 
则 SC&) 是 到 的 非 空 紧 子 集合 ,并 县 与 证 明 上 节 引 理 1 一样 可 
以 得 到 SCRk2) 生 SCKD 几 SC 如)。 从 而 由 I 的 紧 性 可 知 SG) 
《对 于 全 体 《) 的 交集 合 也 是 非 空 的 ， 设 = 是 这 个 交集 合 中 的 元 
素 ， 则 zx 显然 为 的 素 元 并 且 需 于 N(F/X)、 从 而 证 明了 引 理 ， 


§ 43 天- 一 fr 的 扩 域 


现在 证 明 关于 KK 一 &, 的 扩 域 特别 是 有 限 扩 域 的 一 些 引 理 ， 
引 理 5 设 工 是 K 一 的 任意 有 限 扩 域 , 则 存在 的 有 限 
扩 域 尺 使 得 


Lo= kK, 
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并 且 对 于 这 样 的 多 ,我 们 有 
工 一 kr 一 的 极 大 不 分 歧 扩 域 ， 
N(L/D = NUCLIE) = NUCRIR). 
从 而 工 的 完备 化 工 与 六 一 样 是 闭 完备 域 . 
证 明 设 工 一 KC@， co) 令 克 一 下 ao)， 则 
/J 是 有 限 扩张 并 且 工 一 克 K、 由 $4.2 的 注 记 可 知 一 公 Vw)， 
从 而 


L = kK= K(Ve) = ko 
此 外 ,由 引 理 3 可 知 NCL/A)SNCK/R) 一 UCR)， 从 而 
NCLIR) 一 NGLADmEGCED = NUCLIE), 
另 一 方面 ,将 引 理 2 和 引 理 3 用 于 上 一 ,可知 
NUCLI/R) 一 NnCNUCLIR)) 
一 NenCUCK)) = NUCKIR), 
最 后 由 于 上 一色 ,， 从 而 工 与 到 一 样 是 闭 完备 域 ， 
引 理 6 设 L 是 一 的 有 限 可 分 扩 域 , 则 
KL =I, KNL = K, [ZL:K] 一 [L:K]. 
特别 着 LIK 是 有 限 Galois 扩张 , 则 /KR 也 是 Galois 扩张 ， 并 
且 映 射 8H->o 一 61L 给 出 同 构 
Gal(L/K)SGal( LI K). 
证 明 从 LSKLEL 不 难看 出 KL 在 工 中 稠密 ;而 KL/ 
是 有 限 扩 张 。 从 市 由 $1.2, 引 理 2 可 知 下 的 完备 赋值 vx 一 
I 区 在 KL 中 的 扩充 E|KL 是 完备 的 。 所 以 KL 对 于 由 vz 
二 FIL 决定 的 拓扑 是 工 的 闭 集 ,因此 KL 一 工 . 

其 次 , 设 L' 是 玉 的 有 限 Galois 扩 域 并 且 包 含 工 ， 则 KS 
NLESKNL'。 因 此 为 证 K 个 L=K ,不 妨 假 定 LJK 是 Galois 扩 
张 ， 从 而 /KR 一 KL/K 也 是 Galois 扩张 。 由 54.1 中 的 注 记 可 
知 GlCL/K) 中 每 个 元 素 o 均 可 以 扩充 成 Gal( 工 /天 ) 中 元 素 5: 
Fi 工 一 go。 从 而 Gal(L/K) 的 阶 数 不 超过 Gal( 工 /天 ) 的 阶 数 . 另 
一 方面 , 再 由 [ZL:K] = [KL:K] 一 [L:KNL] < [L;K] 即 知 
KKNL 二 K. 并 且 6H->o 一 5|L 给 出 同 构 Gal(L/R)SGa(L/ 


去 
a 


she 


K), 

系 设 2 为 在 中 的 级 大 可 分 六 域 , 则 

KNg, = K. 
证 明 首先 注意 
REK 一 kh CQ CACG, 

艰 据 引 理 6 ，9, 是 发 的 全 部 有 限 可 分 扩 域 工 之 和 ,然后 由 有 站 二 
一 天 即 震 出 天 PPO, 一 天 

一 般 地 , 老 工 是 一世。 的 任意 代数 扩 域 ,如 杂工 所 的 中 间 
焉 避 满 必 

更 站 天 一 人 下 一 工 ， 
我 们 将 天 叫 作 工 /4 的 外 域 .由 于 天 /是 Galois 扩 域 ,从 而 若 
丰 为 其 域 , 则 过/ 入 也 是 Galois 扩张 并且 
[L:KR] 一 fh}, Gal( LAR)S GACKIRY. 
特别 着 L1K 是 有 限 扩张 , 则 /4 世 是 有 限 扩 张 , 这 时 由 引 理 3 
可 知 王 一 所， 令 于 如 ,天 ,三 的 晋 余 类 域 分 别 为 和 ,fxs fi、 
则 直上 节 可 知 fr 和 下 公 别 为 『 和 P 的 代数 闭 包 ， 由 定义 知 
证 门 友 一 万， 即 马 / 是 完 人 分歧 的 ,从而 和 一 『， 于 是 
fx fe 

如 果 p,m" 分别 是 KJ 和 工 /如 转 Frobenius 疡 司 徇 ， 则 市 宝 
义 直 接 得 到 


pK~p, 
于 是 存在 自然 同 梅 GalC 工 1) 信 Gal(K/ 匀 项 得 p> p。 
现在 证 更 补 域 的 存在 性 ， 一 般 来 说 ， 设 六 是 射影 有 限 群 C 的 
正规 六子 群 ,作为 紧 群 我 们 有 间 均 


. GINSZ = imZ/nZ, (C3) 
取 定 G 中 元 素 5 使 得 在 上 述 向 构 下 有 oN -> 1。 以 五 表示 G 中 由 
生成 的 循环 群 (o) 的 闭 包 ,我 们 有 


FZ 0, nyo, 
与 6 一 样 , 太 也 是 射影 有 限 群 ,的 开 《 正 规 ) 之 群集 合 {U} 形成 
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1 在 下 中 的 基本 种 域 系 .其 中 对 每 个 这 样 的 避 、 如 果 令 长 一 [ 理 : 
如 则 mw 是 有 限 的 ， 从 而 
f(mZ)ELo I NU, 
从 而 2 一 《oa》 可 以 六 充 成 韦 续 涨 同 态 
fi 人 2 一 于， 
于 是 再 比 自 然 的 单身 妃 一 G， 便 得 到 序列 
GINSZ HG G/N, 
NlFrar yo oN, 
因此 ,自然 满 闫 8 一 G/N 诱导 出 拓扑 同 构 
HSGIN, 
二 是 有 
HN 6G, HNN-— 1. 《4) 
反之 ,如 果 G 的 闭 子 群 鼠 满足 (4) 中 两 个 等 式 , 这 时 G 一 GJN 话 
导 由 同 狗 HGIN, 因此 有 
HSGINSE, 
鼻 设 在 这 些 同 构 书 ，pF> owF> 1， 则 到 芭 为 答 环 群 Co) 在 G 中 
的 球 包 ,于 是 由 司 构 (3) 可 知 oN 一 1 给 出 c 中 元 素 w 和 满足 (4) 
式 的 G 的 局 子 群 召 之 间 的 一 一 对 应 . 

引 理 7 设 工 是 和 的 Galois 扩 域 并 且 包 合 天 一 《-， 则 存在 
/和 的 补 域 各: 站 KK 一 不 ， 和民 于， 事实 上 , 令 g 是 Kj 的 
Frobznius 自 所 构 扩充 成 的 工作 的 一 个 自 同 构 ， 歼 工 中 的 中 不 
变 元 素 全 体 组 成 的 域 才 即 是 工读 的 补 城 , 并 上 

由 > 
给 出 中 的 久 充 岂 组 成 的 集合 与 L/ 的 补 域 集合 之 间 的 一 一 对 

证 明 首先 注意 ,由 于 工作 是 Galois 扩张 ,从 而 可 以 扩张 
成 工作 的 自 同 构 。 令 G 一 GI(LIRD, N 一 GsaKLIK)， 则 由 
(1) 式 给 出 


GAN = Ga( KIR)SZ, 
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p>1, 
从 而 6G 一 Gal(LJR) 中 元 素 由 是 ?的 扩充 相当 于 说 wN 一 9. 报 
据 Galois 理论 ， 引 理 中 的 交 恰好 是 《%》 在 G 中 的 闭 包 所 对 应 


的 工大 的 中 间 域 。 所 以 立刻 从 上 述 群 论 方面 ( 取 o 一 $8) 的 结 
果 证 得 引 理 的 论断 。 
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第 五 章 Abei 扩张 Rs/ 


我 们 继续 沿用 前 章 的 记号 ， 臣 定局 部 域 《 萨 代数 际 包 必 和 它 
的 完备 化 吾 ， 则 的 代数 扩 域 F 和 它 鸭 完 各 化 EF 分 中 看 成 是 Q 
和 如 的 子 域 ， 如 果 以 宫 。 皮 示 包 含 诗 2 之 中 的 的 全 部 Abei 扩 
域 的 合成 域 , 则 苞 。 自身 也 是 名 约 Abel 扩 域 。 民 北 我 们 将 ks 叫 
作 ( 包 含 在 2 中 的 ?有 的 概 大 Abal 拉 域 。 由 于 枣 的 极 大 不 分 野 扩 
浅 io 是 的 Abel 入 域 (84.2), 因 此 4 是 如 的 子 域 : 

Ek ks. 

上 一 章 我 们 报 述 了 扩张 Xr/*( 一 尺 /4)。 在 六 章 中 ,我 们 首先 介绍 
Hazewinkel [6] 中 的 基本 思想 的 一 般 形式 ， 然 后 用 由 此 得 到 的 结 
果 来 研究 Abel 扩张 ks/Ke， 特 别 地 ， 我 们 要 证 明 存 在 着 从 丰 的 
单位 群 FKt)》 到 Galois 群 Gal(%sl%r) 的 自然 拓扑 同 梅 4 


35.1 有 限 Galois 扩张 吾 搞 


设 E 是 居 部 域 的 任意 有 限 Galois 扩 堪 ,而 令 

下 一直 b= ENK, L= EEK. 
于 是 太 是 包含 在 E 钻 的 的 极 大 不 分 歧 扩 域 ,网 是 五 /5 的 惯性 
域 ($3.2)， 另 一 方面 ,由 $4.3 的 引 理 5 知道 

工 一 Ew 一旦 鸭 极 大 不 分 肢 六 域 ， 

{LZL:K] < 十 co。 

并 且 关 和 工 的 完备 化 玉 和 三 沟 为 局 完 备 域 。 由 于 EJ 和 Kj 
都 是 Galois 扩张 ,从 而 L/K 也 是 Galois 扩张 ， 再 由 84.3。 引 理 
6 拓 道 完备 必 的 扩张 也 /天 也 是 Galnis 扩张 ,并 且 限 制 映 刀 8 
一 >o 一 | 给 出 同 构 Gal( 工 /六 ) 鼠 Gal( 民 /天 )。 今后 为 简单 起 
见 , 式 们 将 各 视 为 等 所 ,从 而 


EE 


Gal(L/E) = Ga LIK). 
象 54.1 中 都 栏 , 令 UCK) 和 U{Z) 分 别 是 去 和 工 的 单位 群 . 
但 是 今后 招 $2.2 中 定义 的 UCZ) 之 子 群 Vzx 写成 VCLIR). 
换 名 话说，VCL/R) 是 由 各 人 一 olE)1E15 EU(D), o€ Gal(L 
/K)} 生成 的 子 妖 。 由 于 L/ 尺 是 闵 完备 域 的 有 限 Galois 扩张 ， 
从 而 由 $2.2, 定理 2 有 基本 正 合 序列 


1 -> GA(LIKY- > U(EY VE EY 


oR 1. (1) 
其 中 1 是 让 $2.2, 引 潮 4 中 的 i GaKL 上 LK) 一 0《IL)YV(LIKK) 诱 
导 由 来 的 同 态 ,而 NN 一 Neyk 是 /KK 的 范 映射， 

令 go 和 由 分 别 是 K/h 和 LIE 的 Frobenius 自 同 构 , 由 于 
是 Li 的 直 域 , 队 $4.3 的 注 记 我 们 得 到 
BK = 和。 

如 果 P 是 Ga(L/ 科 中 任意 元 素 , 则 ppp 显然 是 pC)/ PE) 
的 Froaenius 自 同 构 。 和 但 是 A(L) 二 荆 ，ptE) 一 EE， 所 以 

php ' =w$, WM pg = hp. 

如 果 将 P 和 加 沟 看 成 是 它们 扩充 成 的 的 自 同 态 ， 则 上 下 等 式 
世 成 立 ， 特 别 地 ,到 于 等 个 ee GalCL/K) 和 上 < 5( 工 )， 我 们 有 
(EO — (EY), 

但 是 根据 $4.2, 定 理 2 知道 由 一 1; DC》 一 UCI) 是 满 射 ,从 而 

由 上 式 给 出 
VLIEY 一 PTR). 《2) 

即 由 一 1: VCL/K) -> VCL/K》 虹 满 射 特别 地 , 同 态 由 一 1: 
U(L) -> U{L)》 诱导 出 自 同 态 

一 由 一 1: 可 (也 )AF( 工 区) 

UCENTER). 

其 次 令 

PF—p—1: UK > UE), 
又 设 
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7: GA(LIK)® ~» Ga(LIKYS 
是 Gal(LAK》” 的 平凡 自 同 态 , 即 Y 将 Gal(LIK)* 中 每 个 元 素 
诲 映 上 成 单位 元 素 。 根据 a;8，7 的 这 些 定义 我 们 考虑 下 面 的 图 
表 : 


4 B 
! 
1> OLIK UENVEIR) SUR) >1 《3) 
lr i bn 
1 Gal(LIKYS UCT VLIR) SU(R) > 1 
! ! 
C 了 


其 中 横行 均 是 前 述 的 Galoi 扩张 也 /六 的 基 木 正 合 序列 (1}。4 
和 五 分 别 是 和 5 的 核 ,.C 和 DD 分 别 是 7 了 和 4 的 余 核 
引 理 1 图 表 (3) 是 可 交换 的 ， 并且 
A=UCENW(LIR) VL ERE), B= UR), 
C—GalL/K)ys, D=1, 

证 明 从 [KK 二 gp 即 知 (3) 中 有 边 的 四 边 形 是 下 交 换 的 ， 
其 次 ， 置 定 三 的 一 个 素 元 z。 沪 据 同 态 i 的 定义 《$2.2), i(o) 
foe GalCLIK)) 是 UCLNV(LIK) 中 包含 ?一 ol 动 /二 的 剩 
余 类 。 由 51.2, 引 捏 3 知道 ze UCL), 从 而 

GT = ee VLIR). 
于 是 co = 1， 即 ( 引 中 堪 达 的 四 边 形 也 是 交换 的 。 电 54.2, 定 理 
2 知道 由 一 1 UCL) 一 局 ( 工 ) 的 核 是 5(E)， 愉 而 白 《2) 式 即 
知 4 一 BCED)EKZI/ 玉 的 也 /及 )。， 再 由 42 定理 2 如 待 3 一 
Lh)， 由 ?的 定义 即 知 C 二 GA(LIKY*。 最 后 上 出 $4.2, 定理 2 
还 知道 一 1: UC(L) > U(Z) 是 清 射 ;从 而 DP 一 1。 
由 于 图 表 (3) 是 交换 的 , 喘 射 N 和 诱导 出 同 态 
A—>B, cD. 

董 这 两 个 同 态 如 到 图 家 (3) 上 , 它 仍然 是 交换 的 ， 为 简单 起 见 , 这 
个 扩 关 了 的 至 表 今后 也 呈 作 图 表 (3)。 


由 于 (扩大 了 的 ) 图 表 (3) 的 两 横行 都 是 正 合 序列 (1), 根据 蛇 
形 引 理 ?, 存 在 同 态 8; B 一 C 使 得 有 正 合 序列 
4 一 了 一 [一 也. 
也 就 是 说 ,给 了 下 一 UC&》 中 任意 元 素 *， 由 图 友 的 交换 性 和 
正 合 性 ,可 知 存在 元 素 seD(Z)， 使 得 v 一 NG)。 此 外 也 存在 
元 素 o€ C 一 Gal(LAK)”% ,使 得 Ka) 一 xcG mod 7(Z/ 六))。 即 
(二 /天 到 他 、 mod V(L/K)， 由 于 o 由 + 所 唯一 决定 , 令 5Cv) 
二 0。 由 此 定义 出 映射 8: B 一 C。 容易 看 出 6 是 同 态 , 并 且 
A 一 B 一 C 一 DD 是 正 合 序列 . 
由 于 在 上 面 引 理 中 D 一 1， 从 而 8: B 一 C 是 满 竺 。 又 山 
于 Kers 二 Im(4 一 B)， 因此 
RNCECE))F( 了 /天 ) = Na (UCE)) 
= NU(E/k). 
于 是 8 诱导 出 一 个 基本 同 构 映射 
UNUCE IR) SGALI EY®. (4) 
引 理 2 Galois 群 Gal( 工 /f)》 自然 地 作用 在 图 表 (3) 的 每 个 
群 上 , 则 图 表 中 的 觅 射 均 是 Gal( 工 / 急 - 模 同 态 , 因 此 同 构 (4) 也 是 
Gal( 工 /- 模 同 构 . 
证 明 由 于 K/* 是 Galoi 扩张 ,从 而 Gal( 工 /发 ) 是 Gal(ZL7 
) 的 正规 子 群 ， 于 是 Ga(L/K) 的 换 位 子 群 Gal(Z/KR) 也 是 
Gal(LIR) 的 正规 子 群 ， 因 此 Gal(L/R) 的 内 自 同 构 rF> rp 一 
(re GalCILI 有 )) 诱导 出 
Gal(L/K)® = GACL/ KY GACLI KY 
的 自 同 构 , 由 此 给 出 Gal(I/) 在 GalCL/K)” 上 的 自然 作用 . 设 
pe Gal(L/ 录 ， 如 果 将 P 等 同 于 p 在 工 上 的 扩充 5， 则 2 显然 
将 UC(Z) 映 到 自身 之 上 ， 对 于 EU(L), o€ Ga(LIK)。 令 
go 二 pap-!， 则 o'E Gal(L/K), 并 且 


1) 关于 蛇 形 引 理 可 参 乔 代数 学 教科 节 , 例 如 N，Bourbaki, Algébre commutalive ， 
第 一 章 第 1 节 ， 事 实 上 ， 按照 下 面 所 叙述 的 图 表 追 踪 方 法 就 可 得 到 一 般 情 少 的 
证 明 . 
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pf8 = plo(E)/5) = pG) 
从 而 P 将 ZE) 的 子 群 了 (Z/ 开 )》 映 到 自身 之 中 。 由 此 给 出 
Ga'( 工 /) 在 UC(L)JVCL/K) 上 的 自然 作用 .由 于 K/ 是 Gatois 
扩张 ，p(K) 一 K， 由 此 显然 给 出 Gal(E/ 旭 在 UCK) 上 的 作 
用 ,， 设 是 工 的 素 元 ,与 上 面 一 样 令 po(i 二 pl#)”*, 则 
eli(a)) = ipop™'), o€ Gal(LIK), 
PE GaA(LIR). 
从 而 映射 是 Gal( 工 / 术 - 模 同 态 。 其 次 ， 由 于 Gal(ZL/K) 是 
Gal( 工 /f) 图 正规 于 群 , 由 此 即 知 范 映 和 二 Neyr 是 Gal( 工 /外 
上 的 同 态 ， 前面 已 经 证 过 pw = gp。 同样 也 可 知道 《或 者 利用 
Gal(K/A) 是 Abel 群 这 一 事实 )p|K 与 m 也 是 可 换 的 . 
“加 是 Gal(L1 有 0- 模 同 态 , 根据 7 的 定义 显然 7 也 是 GalC 
办- 横 同 态 ,最 后 ,不 难看 出 ,由 N 和 上 诱导 的 4 一 也 和 C 一 也 也 
Gal《 工 /)- 卉 赔 态 ， 从 而 图 表 《3) 中 的 映射 均 是 Gd(Z/ 如 )- 模 
坊 ， 由 此 得 到 的 5: 8B 一 C 和 司 检 (4) 分 列 是 Gal( 工 /已 - 模 问 
和 Gal( 工 /)- 模 辐 构 ， 
设 四 是 丸 j 大 的 Frobenius 自 同 构 , 令 
G = GLIR), H= GA(LIR). 
并 且 『P 在 G 一 Gal(L/) 中 的 每 个 扩充 仍 记 成 pg。 令 G 是 白 
互 和 Pp 生成 的 G 的 子 群 。 由 于 互 是 G 的 正规 子 群 ， 从 而 瑞 的 换 位 
" 子 群 H = {H，H] 也 是 G 的 正规 于 群 。 但 是 易 知 
HE HEH, 
从 而 -HY 是 G, 的 正规 子 群 ,并 且 Gu/Her"1H' 是 Abe] 群 .由 
于 LJK 是 有 限 扩张 ， 态 是 有 限 群 。 因 此 五 的 子 群 Hr?"'H' 对 于 
Krull 拓扑 是 G 的 闭 子 群 。 另 一 方面 ,由 于 Frobenius 自 间 构 P 生 
成 GJH = Gal(K/) 的 笛子 群 ,从 而 G, 是 G 的 笛子 娠 。 因此 
用? 于 也 是 G 的 正规 子 群 。 并且 CHB 这 是 Abel 群 。 从 证 
HrTH' 包含 G 的 换 位 子 群 G' 一 [6G, G6]; G'EHe"'H'。 田 一 方 
人 面 , 显 然 有 Hr 了 SG'， 从 而 得 到 
G = HF, 


夺 


座 可 并 
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特别 地 ，G' 是 G 的 闭 子 群 。 根据 Galois 理论 ，G' 一 Br 所 
对 应 的 中 间 瑞 是 大介 工 ， 即 是 工 中 天 的 极 大 Absl 扩 域 ; 
Gai( 工 / 避 站 了 工 ) = Br 
由 于 Gal(LJK)* 一 HJH'， 因 此 Gal(z/ 妇 - 模 同 构 (4)。 DC)/ 
NUCE1) 信 HIH' 诱导 出 同 构 
UR UO NU(CEAD)SBA HH 
一 Gal(KtsN LIK)Y. 
其 次 考虑 范 映 射 
Ne:U CK) 一 UK). 
由 于 名 /多 是 有 限 不 分 伎 扩张 ，Gal(/) 是 由 P| 如 生成 的 循环 
群 。 如 果 "ENCkt)。，Nam(e) 一 1， 则 由 Hilbert 定理 可 知 存在 
=€ 阅 使 得 v 一 2 由 于 和 的 素 元 = 也 是 不 分 歧 扩 域 如 的 素 
元 ,从 而 4 二 ww，wEU( 机 )， mE 各。 于 是 一 wz 1， we 
LE(ko)， 所 以 上 面 同 态 Ntw 的 核 是 UCh)?"*， 利 用 53.3, 引 理 4 
可 知 Ntwt 诱导 出 
UCR)U HINUCEI KOSUCOINUCE LR), 
于 是 从 早先 证 明 的 同 构 得 出 
UINUCE/E) SGACKG NL/ ER). 

从 以 上 诸 结果 得 到 下 面 的 定理 ， 即 : 设 B 是 局 部 域 的 任意 
有 限 Galois 扩 域 ;而 令 

Ko=k, ko ENK, Le EK = Ev, K,L 分 别 为 

区 , 工 的 完备 化 , 纱 一 上 /E 的 Frobevius 自 间 构 ，、 
过 为 工 的 素 元 、 

又 记 Gal(I/K) 一 Ga(L/K), 并 以 VCL/K) 表示 由 {55 € 
D(E)，oe Gal(L/K)} 生成 的 U(I) 的 子 群 .由 于 天 Et 人工 
EL, 以 olkun 工 表示 元 素 o€ GalCL/K) 在 如 站 二 上 的 限 
制 , 它 是 Gal(LAK) 的 商 群 G(ksf 工 / 玉 ) 中 的 元 素 , 

定理 1 设 EE 久 是 任意 有 限 Galois 扩张 , 如 上 定义 天， 各。 
工 一 E。, 等 , 则 对 于 不 的 单位 群 U0(R 中 每 个 元 素 w， 均 存在 元 
素 veEU(K)，5 ELI,ok Ga(LfK), 使 得 
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Ne?) 一 a, Nig(S) 一 2 
动工 二 Emod VCLIK), 
并 且 ow 站 EB。 只 与 # 有 关 , 测 映射 
wu mod NUC(E/D FY oof Es 
给 出 后 构 
SE: UCOINUCE/ES GAC NN Eml kar). 
下 面 象 Hazewinke: [6] 那样 考查 EE/ 是 Abel 扩张 的 情 
形 ， 这 时 工 一 Es 一 EK 是 下 的 hbd 扩 域 ,从 而 定理 1 中 司 构 
Bg 的 右边 为 
Gal{L/K) = GA(E!ENK) = GACEIR). 
区 条 E 计 是 有 限 扩 张 , 令 e 一 eCE1&), f 一 攻 E/R), 则 白 53.2， 
定理 5 可 知 [E: 如 ] 二 e， 因 此 由 同 构 jzwu 给 出 
[IUCNUCE/O] 一 所 (9) 
这 里 的 证 明 用 到 了 定理 ! 的 结果 ,但 是 等 式 (5) 也 可 由 引 理 1 和 巡 
形 引 理 直 接 按 下 述 方法 得 到 ， 根 据 54.3, 引 理 7, 令 E" 是 也 /4 
的 社 域 , 即 
EMNK=h, EK~L, 
则 至 "所 是 有 限 Galois 扩张 。 对 于 EE 此 定义 与 图 表 《3) 一 样 的 
交换 图 表 。 引 得 1 和 蛇 形 引 理 对 于 这 个 新 图 表 也 其 适用 的 于 是 
得 到 同 均 ( 代 蔡 (4) 式 ): 
UCOINUCE' I OSGACLIK). 
但 是 = EK 一 EK， 从 54.3 引 理 5 有 
NUCE' /A) = NU(LIR) = NU(CEIR). 
因此 上 面 甘 同 构 也 可 写成 UCONNUCEI 妨 GalCL/K)。 然 后 即 
可 与 上 面 一 崇 地 得 到 (5)R. 
令 v 是 的 正规 睫 值 , 白 51.3。 定理 3 的 系 知道 vC(NCE/ 科 ) 
一 之， 再 注意 到 MKCE/ 拉 站 DA 一 NUKE/ 和 ,从而 利用 $1.3， 
定 玛 3 即 可 由 (5) 式 得 出 * 


中 务 风 于 一 章 $6.3， 定理 6 的 证 明 、 


le 


[NGCEA 他] 一 [R”: NCERIUCE)] 
~ “LNCEAADECADI2NCEARD)3 

= EE UD: NECE7 人 ] 

~ je = [ER], 
从 记 对 于 任意 次 限 Apal 扩张 天 质 均 有 

[CEA ED)] = [E:&], 
这 此 和 局 部 类 战 沦 的 基本 等 式 ， 是 局 部 类 域 论 中 最 重要 的 站 果 之 
一 、 如 比较 为 简单 (而 直接 ) 好 锥 导出 基本 等 式 ， 这 是 Hazswinkel 
方法 的 一 个 特色 。 . 本 书 以 后 在 $5.3 中 将 要 用 稍微 不 同 的 方法 给 
出 基本 等 式 的 另外 一 个 证 明 ， 甚至 证 明 出 同 构 /NCE1DS 
Gal( 卫 1R)， 但 是 为 了 阐明 Hazewinkel 思想 的 要 点 ,我 们 还 是 介绍 
了 以 上 的 证 玛 。 


$52 sk 的 性 质 


本 节 考 查 由 二 节 定 理 1 害 义 的 同 检 5 的 土质 ,特别 是 它 与 
Galois 扩张 E 扩 的 依赖 关系 。 以 下 令 六 一 , 和 二 ENK, == 
EK 一 Er, 而 尽 , 工 , 风 , 等 洁 如 定理 1 所 述 ， 

设 EF' 是 * 的 有 限 Galois 扩 城 并 且 包 含 在 定理 荆 的 万 之 中 : 
大 三 BEB’ 万。 显然 有 


NU(E/RENUCE'/A), 
. Rs SRsN Em Ss En, 
于 是 可 以 定义 自然 同 态 
UCOINDCE NR) > COOINUCE' TO, 

Gal Caaf) Ew/ ke) 一 Gal(ks) Ew/ ku), 

将 定理 1 用 于 E" 访 则 给 出 
Ges: UINDCE SRS Gs Rs Ew Ror), 
引 理 3 图 表 . 
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UNGCEI OSCACRaN En kr) 
! 


UCOINUCE /A SGal Cs NN Efts) 
证 明 令 名 二 E'MTK, 一 EK 一 Ew。 由 定理 1 可知 计 
于 wEU(R) 我 们 有 
= NaaACr), oo Nex(s), 
ET! mod VC(LIK), 
EUCR), SEUCE), ot GLIKR), 
则 引 理 中 图 表 的 上 行 是 同 构 
u mod NU(CE/R) F-> olks YL, 
为 简单 起 见 令 NN 一 Nex:， 则 由 名 2, (和 ) 式 可 知 NC(VCI/R)) 一 
VCL'/KR)， 又 由 $2.1， 引 理 1 知道 ZiZ' 完全 分 丢人 而 一 
Na) 是 工 ' 的 素 元 ， 咽 一 方面 , Gal( 工 1L') 是 Gal(Z/ 妇 稀 正 规 
于 妖 , 认 而 NGzD 一 NG 一 fo 同样 有 NG 一 
MG) 若 令 内 为 L'/E' 的 Frobenius 自 同 构 , 又 令 
m= [ki] = [ENL':E'], 
十 中 二 十 由" 
则 515 二 ww”"，。 其 中 由 是 LJE 的 Frobenius 自 同 构 ， 令 = 
和 NG)*,。 于 是 N(#*") 二 二， 从 而 将 关于 # 和 的 modF( 工 
{下 ) 司 余 式 两 进 作用 N 一 Nisz,， 网 得 出 | 
R= mod VOL'/R). 
由 于 车 二 NC)*EU(Z), 从 而 
ae 人 = NesrCNCE)Y® 
= Nig(H" =— oe 
将 最 后 元 素 记 成 ”由 于 Gal(h/ 
妈 ) 是 由 几 | 如 生成 的 mm 阶 御 环 售 、 
从 而 


so Ni 
Na C0) = NaC?) = 
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即 Nova 人 sy 一 weDC) Nete) 一 & 从 而 由 定理 1 可知 引 
理 中 图 表 下 行 的 同 袍 是 
# inod NU(F'/OD) > ol hs L', 
# 且 也 证 明了 图 表 是 交换 的 . 
引 理 4 设 娃 是 下 的 任意 厅 8 限 Galos 扩张 , 则 
NU(EIR) 一 NUCEsN ENO 
= NECK 站 ZE 人。 
又 如 果 忆 也 是 不 的 有 限 Galois 扩张 ,并 且 
ks Ew = Rs Fors 


” 章 


风 
BE = Eps 
证 明 由 于 .Shon ESEs = KE GAl(Evll) SS 
GaM /和 7， 因此 若 令 
EB’'=(h EVNE= iNE, 


则 
Es, 一 kosE' = kf Bo, 
一 方面 ,由 于 Ka 站 Bu 一 Em， 从 而 同 构 sex 和 ` 5aw 有 同样 的 
象 GALEwjK)， 于 是 由 sw 和 mew 给 出 有 限 群 的 同 构 
UOOINU(E I ~ UINUCE'I A. 
但 是 ，* 伍 BEF， 从 而 NULCE/ 失 SNUCE"1、 因 此 
NUCE/O = NUCE'JR) = NUCKs MN E/E), 
男 一 方面 ,由 .3, 引 理 5 即 知 
NU(RsN Elk) — NU(Ew/E) 
~= NUCE’E) = NU{EID, 

其 次 ,如 果 对 于 了 伏 满 足 和 站 Ew 一 高 s 站 Fer， 则 由 上 面 证 明 结 
果 可 知 ND(E/D 一 NUCF/ 让 ,于 是 同 构 szmsBex 的 两 边 是 司 
样 苑 群 ， 再 令 E* 一 五 R， 将 3 理 3 用 于 《CEEE* 和 GFSC 
Be*， 可 知 sx 和 Br 均 是 向 3ark 诱导 出 来 的 映射 ,从 而 sex 
pk 

设 如 是 EjX 的 中 间 域 ， 则 姜 刘 未 必 是 Galois 扩张 ， 但 


Bt. 


王八 是 有 限 Gelois 扩张 ,以 而 定理 1 给 出 
Byres UC NUCE RY SG YEw/ ke), 
又 显然 Nan 定义 出 
DUCK NUCEIR) > URINUCENE), 
击 干 《C 才 ， 以 而 
Rs Kss SRb, 
所 以 由 限制 驶 射 定义 出 自然 同 态 
Ga Cs Ear/ kr) ~> Ga Choa) Earf sr), 
引 理 5 图 表 
DANNDCEM I SON 五 oj 


4 
UNHNUCEIR)SGACKsN Enf kee) 


是 交换 的 . 
证 明 令 疙 一 NK, MM 一 kK 二 如 ,名 一 FNM。 对 于 
元 素 w EDUCK) 令 
w= Ni 7 ”一 Nim(é), 
t= mod V(L!NM), 
wv EUCKD), EEL, sé GLIM), 


则 定理 1 给 出 引 理 中 图 表 上 行 的 户 
态 是 
# mod NE 大 站 于 -> 
olRs NL. 加 

令 吕 

# = Ne )， 

多 一 Ns Ce)» 
则 


了 一 Nai’) 一 WhokKp)， 
2 一 Neo 一 Nez($). 
又 由 定义 知道 的 也 好) 三 并 /天 )》， 从 而 
a=! mod VOCLIR), 
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因此 由 定理 1 移出 引 理 中 图 表 下 行 的 问 构 是 
# mod NU(E/D F> olkailL, 
从 而 可 知 这 个 图 表 是 交 澳 的 . 
为 了 领 述 下 面 的 引 理 ,还 需要 作 一 些 群 论 上 的 准备 ,我 们 先 作 
些 入 单 的 说 明 。 设 G 是 任意 的 群 , 马 是 G 的 子 群 并 且 指 数 [G:H1 
有 限 ，G' 一 [G，6G]， 打 一 [有 ,B81 分 凡是 G 和 电 的 换 位 子 群 ， 
又 令 {a，'…, os} 是 6G 对 于 五 的 左 陪 集 代表 元 系 , 即 
G= () Ho, #= [6G:H], 


导 定 G 中 个 元 素 oc, 则 

Ho; > Hoe (1 Si) 
定义 出 陪 集 纪 合 {Hall 所 i 所 nw} 上 的 一 个 置换 。 从 而 对 于 每 
个 i, 满足 

Or 一 Phage 
的 元 素 加 Ee 及 和 下 标 ?C1 委 妆 只 是 唯一 决定 的 ,去 作为 0 
的 函数 写成 io)， 然 后 定义 H* 一 号 [于 中 元 素 
iem(o] = [ iO, 


ii 


tom(o) 与 代表 元 系 {a。- …。oa} 的 选取 无 关 而 只 依赖 于 5, 并 
且 可 以 证 明 cF> tomto) 是 司 态 ? 

ion: 0 > HY. 
由 于 HY?” 是 Abd 群 ,因此 上 面 的 eur 诱导 出 从 G* 一 G1G' 到 
Hs 一 HJH' 的 同志 。 为 简单 起 见 这 个 话 导 出 夹 的 同 态 仍 记 为 


ain: 


ion: 一 Fe 
并 王将 saw 则 作 从 G 到 它 的 于 群 瑟 。 或 者 叫 作 从 G” 到 如" 的 
转移 (transfer)， 车 口 是 互 的 子 群 并 且 沸 数 【 旦 :0] 有 限 , 则 又 可 
i) 这 一 销 休 以 及 随后 所 斤 达 的 关于 ts/4 的 性 三 均 可 由 定义 线 较 简 兽 地 寺 按 推导 
出 来 。 详 见 群 论 教科 书 ， 例 如 ,ali，The theory of grovn;， 筑 十 四 疾 
了 
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象 上 面 那样 定义 
son: Go 一 TD Us 
并 且 有 
tary 一 Ho te (6) 
又 设 N 是 6G 的 正规 子 群 ,利用 fo 一 inwnoiayaw 不 礁 看 出 ,tren: 
G2? 一 H* 将 NG'G' 映 到 (HNN)HIH 之 中 : 
NGJG’ ~— NWVHIH'. 
注 记 设 群 G 在 有 理 整 数 加 法 群 Z 上 的 作用 是 平凡 的 ， 则 
三 所 (G, 2 ， 并 且 转 移 卫 躺 jvm: G6” 一 下 耸 好 是 于 司 调 
群 的 限制 映射 ? 


H(G, 2) — HH, 2). 
今后 在 应 用 时 ,G 蚌 紧 群 (等 别 是 射影 有 限 群 ), 匡 是 G 的 开 子 
群 这 时 令 G 一 [G, G1 和 玫 =[H,H] 分 别 代表 G8 的 
拓扑 换 位 子 群 ， 即 代数 定义 的 换 位 子 群 在 6 中 的 闭 包 .与 上 面 一 
样 的 定义 紧 群 的 转移 1ow:6 一 HY 和 tom:G* 一 有 se， 则 4 
是 连续 同 态 、 
兴 于 局 部 城 ， 令 @, 是 包含 在 代数 闭 包 0 中 图 之 极 大 可 
分 扩 域 。 由 于 0,Jk 是 Galois 扩张 ,从 而 82， 也 是 站 的 汲 大 
Galois 扩 域 。 设 太 为 世 的 任 富有 限 可 分 扩 域 ，9 一 [多 :], 则 
KCL ED。 


如 果 令 

G = Gal(QAR), H= GQNE), 
见 马 是 G 的 闭 子 群 并 且 指数 【G: 昌 ] 有 艰 ， 从 而 恕 也 是 人 的 开 子 
群 : 


HEG, [G:H] = [CR] 一 
根据 拓 盾 换 位 子 群 G' 二 [5, G]， 于 二 8, H] 以 及 G%= 
G1G' 和 Hs 一 HIH' 的 定义 :可 知 

Ge 一 Gal hy (A), H® — Gal(kis/k), 


12 参见 S:rre [11-, 第 七 章 48。 利 压 这 一 辣 果 立 刻 得 到 谣 语 所 说 的 关于 转移 妥 
射 的 一 此 医 不 后 如 [677 


sb7e 


以 而 一 述 的 转移 :cm 定义 出 以 CaiCkaj tt 划 Gai(&si) 的 同 

态 ， 以 后 将 这 个 同 态 写 成 &ex*。， 并且 叫 作 从 和 到 人 的 Galois 群 
Wn: Gal(ks/R) 一 Gal(Rss/ RR ). 

给 了 元 素 o€ Gal(spj 人 0， 计算 trixlo)》 的 方法 如 下 : ”首先 将 0 

扩充 成 2 的 一 个 *- 自 同 构 ,并 且 将 如 此 得 到 的 6 一 Galt98, 裤 中 

元 素 仍 记 成 c。 其 次 选取 G 对 于 五 的 一 组 左 陪 集 代表 元 系 {5 

om] 然后 如 上 定义 和 (gO)(: 所 1 所 有 ), 再 令 


io 一 J ho, 


最 后 令 和 Me) 一 hg)H'， 即 
alo) 一 Ba) | is, 
如 果 "是 的 任意 有 限 可 分 扩 域 ,定义 
tm: GalC koaf RY) ~ Gall lsd”), 
Mr: Gal kari) — GalCkA RY, 
则 由 (C5) 式 立 即 得 到 


Bek TARR 
引 理 6 设 盛 八 是 有 限 可 分 扩张 , 则 转移 ta: GalChwl*) 一 
Gal(ktsf 克 ) 诱导 出 子 群 之 所 的 同 态 
Gal(ks/ kar) -> Gal Rest Ris). 
又 车 是 包含 如 的 蕊 之 有 限 Galois 扩 域 ， 别 tn 也 诱导 出 同 
态 . 
Gal(ksN Bw/ ks) > Gal(ks) Bor/ ko ). 
证 明 令 了 一 Gal(9./ko)，N 一 Gal(98,/5)， 则 T 和 N 均 
是 G = Gal(9./ft)》 的 闭 正 孝子 群 :已 经 说 过 mm 一 4ow 是 映 英 
TOIG > (TINDER, | 
(TNDEIG > (TNNNDHIE, 
由 此 诱导 出 
TOHTNNYG = (TNDPITNNNDE, 
因为 HESGESTEG,， NSGH, 所 以 
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TO = T, (TN = TNH, 
TNNNDY = (TNN)E'. 
注意 一 Ky Bur 一 Phys TAH = GlQ lk), TNN= 
Gel(9,15E。)， 从 而 上 而 革 映 对 对 是 引 理 中 所 述 的 Galois 群 之 间 
的 同 态 . 

如 上 令 Wj% 是 有 限 矶 分 扩 瀛 ，E 是 包 贪 久 的 下 之 有 限 
Galeis 扩张 ， 由 UVC)EUCK) 给 出 的 自然 单身 已 (和 一 UC 
和 将 NICEA) 肌 到 NUCEIK) 之 和 中 ,因此 可 定义 同 态 

UINUCEIR) > UOINUCESR). 

引 理 ?7 轰 表 

OVO Sor oN Burl hee) 


4 
URNMNUCE/IR)S Ga Enf kw) 
是 交换 的 。 其 中 右边 竖 线 是 引 理 6 中 由 转移 ww 诱导 出 来 的 同 
态 , 而 两 个 种 向 同 鬼 分 别 是 Sp 和 Gz。 
证 明 象 引 理 5 的 证 明 中 那样 令 多 一 人 kK，M 一 二 
ms 如 二 EEN。 对 于 任意 元 案 #EU( 有 ), 令 
w= Neato), » — NeetE), 
PE mod VOT)R), ve UR), 
EE UT), oe GaCL/K), 
则 由 定理 1 知道 引 到 中 图 表 上 行 的 说 射 是 
« mod NICE/O > ol Es. 
下 访 的 Frobenins 自 同 构 到 G = Gal(8./R) 的 任意 一 个 扩充 
仍 忆 为 四 又 令 . 
Vp 一 1 十 十 十 人 
Lo= [XR":], 
则 (参见 引 虱 5 的 证 明 中 的 图 表 》 
Ni ) = Nioele’) 一 Neo 一 加 
又 由 于 GaKL/K) 是 GaKL/&) 的 正规 子 群 ， 从 而 由 “一 
NiRggE) 雹 知 


bg. 


0 一 Neglk”), 
又 由 于 六 站 KK 二 可， RK 一 M， 可 知 Gal(9./R) 对 于 Gal(22,| 
M) 的 左 隘 集 代表 元 系 tr ro Cm 一 [M:K] 一 [起 :7 
同时 也 是 GaC9.JR*》 对 于 Gal(QwiR) 的 左 陪 集 代表 元 系 。 因 
此 


{ms a) = {rp ll Em, 
p<b<t—1)} 
是 6 一 Galk8,1) 对 于 日 一 Gal(8,1K) 的 左 陪 集 代表 元 系 ,从 
而 


v= Nea (I -9) = Nea( I aa)， 
由 此 得 到 
sw Nem(E), © = Fil aE) € CE)。 


男 一 方面 , 令 

t= Ey, neE VCLIRY, 
在 引 理 2 茶 证 明 中 已 经 说 过 ，L/E 的 Frobenins 自 同 构 由 属于 
GalLj&) 的 中 心 , 从 而 由 的 定义 可 知 


Te) ~ #1 a). 0) 


我 们 将 元 素 ze Gal(LIKY》 到 Gal(2,/K》 中 的 扩充 仍 记 成 ,并 
且 象 过 去 那样 令 
gir = hlr)or, 


则 对 于 任 部 元 类 0 ee 工 ,我 们 有 
ate = I ent I ovo) 
LE t= 


ei 


= II grey, 


es 


0 


但 是 Gal(@./K) 是 Gal(C9,/4) 的 正规 子 群 , 令 wm 一 rep*?， 则 
iT = TPIT = Tarp T= pr € Gal(Q,/K), 
rrp TeE Gal( Qf M). 
从 而 me 一 reg， 又 由 于 有 (7) = t*€E GC9,/M)， 从 而 hi(r) 
ILe Gal(L/jM). 因此 当 ae UCL) 时 ,由 上 式 可 知 


I oie) e VOL/M). 


i=1 


但 是 上 面 的 ae 了 ( 开 / 天 ) 是 这 样 的 之 乘积 ,从 而 


TI cpDe rv(EI DD). 


25 
其 次 ,将 以 上 的 注 记 用 于 + 一 "，a 一 ,利用 $2.2， 引 理 4 便 得 
到 


He renD 一 TI oa Hato 
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= mod VC(L/M), 
其 中 Ma) 一 下 ho)。 因 此 宙 (7) 式 即 知 


地 om = E+ mmod VCL /RD). 
由 于 4 一 Nw)，v 一 Nua(E)， 从 而 由 定 各 1 可知 引 理 中 
图 表 下 行 的 同 构 为 
wmod NUCE/R) > Co) |b Ens 
但 是 Ac 1 一 sweCo)， 这 就 证 明了 引 理 . 


$53 拓扑 同 构 训 


继续 设 = Ke， 我 们 考查 满足 如 下 条 件 的 其 s 克 的 中 间 战 
M 
EKEM Ch [M:K] < 十 co。 (8) 


oe 


对 于 任意 有 限 Galois 扩张 E1， 令 
ME = ks En, 
则 Mr 显然 满足 条 件 (8)。 另 一 方面 ,对 于 每 个 满足 (8) 式 的 M， 
必然 存在 有 限 Galois 扩张 E/ 克 使 得 
M= Mg. 
事实 上 ,出 $4.3, 引 理 7 知道 MIt 具有 补 域 E( 一 各), 由 于 Ef 
是 有 限 Galois 扩张 并 且 M 一 Em, 从 而 Ms 一 Ks Es 一 M. 
虽然 不 是 由 MM 所 唯一 决定 的 ,但 是 如 果 M 一 Ms 一 Mr， 则 由 
引 理 4 知道 zu 一 zx， 从 而 52 依赖 于 M。 对 于 满足 M 一 
Mz 的 互 ， 今 后 将 pw 写成 wk。 由 引 理 4 知道 NTZ(E/ 人 一 
NU(CMef 人， 从 而 有 同 构 
Our: UR NUCM /RS GCMI KR). 
如 果 KEM'EM 并 且 M' 也 满足 (8) 式 ,定义 
Bm: UCOINUCM' /RS GCM’/K), 
由 引 理 3《 和 上 面 的 注 记 ) 知 道 图 表 
UCOINUCM RSGaACM {KY 
+ (9) 
UCGOINU(CM'/O SGACM'I KY 
是 交换 的 。 由 于 湖 竖 线 映 射 的 核 分 别 是 NUCM’/ /NUCM 1 如 
和 Gal(M/M')， 由 此 可 知 5w 诱导 出 子 群 同 构 
NUCM’IOINUCM /RS GA MI M), 
此 可 以 证 明 关 于 单位 范 群 的 如 下 结果 ; 
引 理 8 设 马 是 & 的 有 良 Abel 扩 域 , 则 
UCOINUC I ~ GalCRJR MN kr) 
[UC :NUCGEIR)] = [R:R Nk], 
又 如 果 多 是 大/ 的 中 间 三 如，…, 如 的 合成 域 , 则 


NORIO = (1 wv. 


证 明 令 M 一 KK， 则 MM 满足 上 述 条 件 (8) 并 且 GalCM/ 
KK) 之 Gal(X /如 门 K)， 由 此 可 知 6wx 给 出 同 构 UCO/NUCM I/ 
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之 GaitR/C 介 K)， 再 由 引 理 4 知道 NUCM /二 NUCRAD, 从 
而 证 明了 引 理 的 前 一 半 . 

其 次 令 Mi 一刻 尺 ， 则 MM 是 MjKK 的 中 间 威 槛 (1 i 
的 合成 域 。 因此 Gal(M/M,) (1 志气 4) 的 公共 元 于 只 有 1. 
自 上 醒 的 注 记 知 道 同 构 Bw 将 NUCKNAOVNUCRIK) 映 到 
Ga(MIMj) 之 上 ,从 而 得 到 引 理 的 后 一 半 ， 

注 记 也 可 以 用 定理 工 技 面 的 等 式 (5) 以 稍微 不 同 的 方法 证 
瑟 此 引 理 的 前 一 兴 ， 

和 的 圾 大 Abd 扩 域 训 。 显然 是 满足 (8) 式 的 全 部 中 间 域 对 
之 并 集合 ， 有 从 541 的 注 记 知 道 

Gal(kisf KY 一 im Gal CMIK). 


其 中 右边 关于 对 的 射影 极限 是 对 于 天 EM'EW 的 自然 同 态 


GaCMIK) 一 GalKM'jK》 所 定义 的 ， 另 一 方面 ,由 单位 范 群 的 定 
义 可 知 


NM NUCGHIR) = NU R), 


局 性 地 对 于 M 作 射影 极限 , 便 得 到 
DKVMNDCEa/ 昌 一 im UN NUCHI A. 

使 用 交 的 图 才 (9)。 然 后 对 于 由 M 定义 的 有 限 群 的 同 构 Sw 作 
射影 板 眼 , 即 定义 出 紧 群 购 
Se: UCROIN DUC A SGalC es) Kor) 
由 于 ks 是 集 族 {Ms 一 hs 由 Es18/ 为 有 限 Gdois 扩张 } 的 
并 集 ,对 于 瑟 同 笠 作 射影 极 限 ,取得 到 

Gal sf K) = 各 Gal (MK), 


又 由 
MN NUCGEIA) = NUCQAR, 


显然 得 到 
DGOMNDCG. AD ~ lim CDOANUCEA 


7T3。 


再 示 引 理 3 即 知 由 所 有 对 Ej 定义 的 同 构 szu 得 到 
UCOINUCO OS Gal(ksl Ry), 
并 且 当 MM 二 Me 对 , 则 Sw 一 zx 医 此 ， 二 面 定义 的 同村 与 
54 一 致 ， 特 别 地 得 到 
NUCws/R) 一 NU 人， 
《这 也 可 以 用 引 理 4 直接 得 出 .》 其 次 。 生 于 上 面 单位 范 群 均 包 含 
1, 这 样 我 们 就 分 成 几 步 证 明了 妈 是 同 构 映射. 

下 面 对 于 局 部 域 不 使 用 第 三 章 中 的 记号 和 结果 . 令 g 为 的 
剩余 类 域 『 一 ofp 的 元 表 个 数 ，。U = 一 UD), Un 一 1 十 
ta 守 1)， 由 $3.1, 定理 3 知道 5 包含 9 一 1 阶 循环 悦 六, 并且 

U=r XUD. 
于 是 太 包含 (4 一 1) 次 本 不 单位 祖 , 没 = 是 的 索 元 = 的 (4 一 
1》 次 要 ,并 且 令 


= kv), r=, 
| 如 把 是 熏 环 扩 强 并 且 次 数 # 一 [ 红 : 旭 不 超过 4 一 1:n 所 9 一 
1 设 ” 和 六 分 别 是 二 和 了 的 正规 诺 填 。 丽 令 “一 et/ 人， 
于 二 了 RR)， 册 由 5.3 可 知 2'| 太 二 or， 靖 由 定理 3 即 知 
cna—1l<(9 — D(x) 
= v(x) 一 ee) 一 
因此 # 一 9 一 1 一 ce, 即 《/K 是 《4 一 1 次 完全 分 岐 循环 扩 
张 . 《注意 X 一 < 和 XX] 是 Eisensten 多 项 式 ,从 而 这 一 点 也 
可 庄 Eisenstsin 多 项 式 的 一 般 理 论 得 出 .) 再 让 引 理 8 可 知 
[UCO:NUCE AR = 9 —1. 
等 别 地 ，NUCK'/j《) 是 一 UR) 的 开 子 群 , 从 而 由 5$3. 的 定理 
35 吾 守 ,对 于 充分 大 的 ;之 1, 我 们 有 
UENUCKIOEU, IU:D,] = (9 — 1)9™, 
由 于 4 一 1= [VU:] 与 = [i:U;] 互 素 , 从 而 
NORIO = UD, 
于 是 得 到 
NEC9.1 人 — NUCRo/ EU 


引 理 9 设 和 是 ?局 部 域 , 则 
NUCQONR EUS, 

证 明 先 考 赔 的 特征 为 0 的 情形 ， 设 t 是 8 中 的 ?次 本 原 
单位 根 ,大 一 从 5)， 则 球 83.1; 引 理 2 知道 /CC*)?* 和 CK》 
1UCRY* 才 是 有 限 群 ， 如果 CROJUCK)?* 作为 《PP :型 
Abal 群 的 秩 是 za， 则 及 < (二 >78 是 秩 为 台 十 的 《P,… 六) 型 
Abal 寿 。 以 过 表示 将 如 中 全 部 元 素 的 了 次 私 添 加 到 如 上 而 
得 到 的 泪 ; 由 于 《Ee 如 ， 从 瑟瑟 全 是 Kummer 扩张 ,从 而 
Gal( 交 各) 与 本 “jw*)? 同和 区 (但 不 是 标准 的 司 构 ). 由 于 4” 是 
站 的 全 部 ”次 循环 扩 域 之 合成 域 。 利 用 $3.2， 定 理 4 即 知 "站 
息 - 是 妨 的 次 不 分 歧 扩 张 ， 于 是 Gal fk/ 太 们 各) 是 秩 严 的 
tp -及 型 Abd 群 , 再 由 引 理 8 可 知 TCDANECK Kr) 也 
是 秩 m 的 (p,:…,P》 型 Abal 群 , 特 下 地 得 到 DOCOPENECKT7 
和 )。 和 但 是 DCD/UCR')? 的 秩 是 mw， 因此 

ND( RE) = UO, 
将 等 式 两 边 作 用 Nun， 电 于 大 Ck" C0,、 从 而 得 到 
NUCO /RECENT I 
= NUCIEP ELOY = U?. 

其 次 设 克 的 特征 为 pp。 这 时 可 以 利用 $3.3， 引 理 6 以 及 硅 它 
前 面 所 狐 述 的 结果 ， 得 那里 那样 定义 * 的 加 法 群 坟 的 自 同 态 
于 入 一 六 以 及 入 的 子 备 4,, Bs,(n 渤 0)。 并且 对 于 任意 元 素 
x ERR， 用 hr 表示 的 扩 域 KCo)、 其 中 4 是 8 中 满足 ?一 a 一 
x 的 元 素 . 由 于 [4。:BeJ < 十 co， 对 于 固定 的 * 汐 1, 以 名 下 
示 急 sjxe 4 的 合成 域 ， 有 由 Ariio-Schreier 理论 可 知 万 读 是 
Abd 扩张 ,从 击 Get fy 同 格 于 4s1B.， 并且 


[RR] 一 [AE] = gw， 加 一 上 


如 果 xE,x 世 KF)， 则 机 谍 为 次 不 分 歧 扩 张 ， 由 上 述 同 构 可 
知 Ga(k1iD 是 人 pp 六 型 Abel 群 并 目 [红外 kw:] 一 
P。 认 而 Gel Tkww)》 是 型 为 《P，p……， 的 的 gr” 阶 Abd 
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群 . 于 是 由 引 理 8 可 得 
EECNECR AS， [UNUCIR] 一 on 
另 一 方面 ,由 53.3, 引 理 6 可 知 对 于 每 个 x€ 4。 均 有 
UCNGOHAIO, 
从 而 由 引 伴 8 有 UsnSNUC/D， 竺 号 上 曙 的 包含 关系 合 在 一 
起 , 即 得 出 
UNSENUOKI OED, 
此 外 ,在 $3.2 中 已 经 得 到 
[UVP] 一 9 


从 而 由 上 述 可 知 
NU = UU n Cn > 1), 
于 是 
NUON = NU OS NN vrD,. 
sl 
根据 $3.1, 定 抱 3, {Uj 形成 1 在 和 中 的 基本 邻 域 系 , 医 此 
上 式 右 边 的 交集 是 0? 在 * 中 的 财 色 .。 由 于 U? 是 紧 群 U 在 
xh> x? 之 下 的 连续 象 ,从 而 也 是 紧 群 ,于 是 
wo vv 
a 
所 以 车 这 科 场 合 ，NU (C4,/ 旭 也 包含 在 0? 之 中 , 从 而 证 明了 引 
理 ， 
定理 2 ND = NU = 1. 
证 明 . 没 是 ?局 部 域 , 中 是 的 任意 有 限 可 分 扩 域 , 由 上 
述 引 悍 可 知 
NUCQONEO SEU. 
两 这 作用 Navt。 机 由 针 .1, 引 理 2， 可 知 
NOCQA OENUC LE, 
从 而 用 34.1, 引 理 1 得 到 NUCQ/ 让 CNULQ8.1R)r", 于 是 
NUCO IR) 一 NU(9 
人 愉 秆 对 每 个 m 之 1 淘 存 
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NUCQ /人 一 NDCo iD 
但 是 已 经 证 明了 NE(C2,/iDSE， 从 天 [00s] 二 q"， 是 的 . 
宕 ,于 是 对 于 每 个 # 1 均 有 
NU(O/O EU,. 
从 而 
NUCks!R) = NUCO/OD = 1, 
进而 ;由 $4.3, 引 理 3 知道 
N(Ea REN(Ral Kk) — UCR), 
航 困 对 .1 中 所 作 的 一 般 柱 注 记 即 知 
N(R 一 NC KIN DUO 
= NU(keiR) = 1, 
作为 说 明 , 由 定理 2 得 到 如 下 的 结果 : 
定理 3 对 于 每 个 有 限 Galeis 扩 巷 了/ 均 由 定理 1 定义 往 
闻 构 5E%、 叉 对 于 满足 条 人 忻 (8) 的 每 个 域 M 定 义 同 构 wk， 取 检 
限 之 后 即 可 定义 出 射影 在 限 群 之 喇 的 拓扑 同 构 
Se:UCR SG ker). 
下 面 两 个 结果 涉及 到 84 与 的 依 赂 关于 。 它们 均 可 由 上 节 
的 引 理 银 容易 地 推导 出 来 . 
定理 4 设 不 是 和 的 任意 有 限 可 分 扩张 , 测 贺 表 
™ Von/ ks) 
US GAC er) 
是 交换 的 。 其 中 左边 竖 线 为 范 映 射 ev。 右边 基线 是 由 了 FF 人 > 
cl 定义 的 Galois 群 自然 同 态 , 而 责 个 行 的 映射 分 别 是 sk 各 
Bp 
证 明 由 于 CES5,, 而 0, 是 包含 f 的 六 之 有 限 可 分 
扩 域 E 之 并 集 ， 从 而 sk 和 84 分 别 有 是 tw 和 3g 对 于 了 的 航 
了 有限。 然后 白 引 理 5 即 可 证 得 定理 . 
注 记 ”这 个 定理 对 于 任意 不 必 可 分 的 有 限 扩张 WJ 也 是 对 
的 . 但 是 今后 只 对 于 万 庆 为 不 分 歧 扩 张 的 情形 用 此 定理 。 参见 


be 


$6.2, 完 理 3 及 乓 开明 ， 
定理 5 设 & 是 下 的 作 避 有 眼 可 分 扩张 , 则 图 表 
VSon Os he) 
UH) SGall ks kee) 
是 交换 的 。 其 中 左边 竖 线 是 从 UC) 到 VR) 的 自然 单 射 ， 而 
右边 竖 线 是 上 节 定 义 的 转移 rex， 两 个 行 贾 身 为 2 和 6， 
证 明 与 证 明定 理 4 一 样 的 从 引 理 7 印 得 本 定理 . 
系 设 如 成 为 任意 有 限 可 分 扩张 ; 则 
tk: Gal (kof £) 一 Ga 三 


是 站 射 
证 明 元 素 ne GdGlejiD 到 Gal(9,/ 避 的 扩充 仍 记 为 6， 
象 上 忆 那 本 有 
ov 一 ojor Ha = TL he) # = hk, 


i 
wale) 一 AD 

又 没 G 一 [G,GJ= Gal(D./hs) 是 G 一 Gak9/i 的 拓扑 换 

位 子 群 :于 是 


hlo) 一 下 aidoF Ee a" mod 人 
j= 


从 而 
ma, 
特别 若 wk(e) 一 1 见 0? 一 1， 由 54.2(1) 式 给 出 
SSO) = GICs A Galkst ke), 

并 且 不 难看 出 几 一 lm Zim2Z 中 只 有 1 是 夺 限 阶 元 素 。 从 而 
中 一 1 导致 o€ GaKhs/)。 浊 基 

TCD 一 UCK) 为 单条 ,从 而 利用 定理 5 即 知 由 temko) 一 1 
推 下 “一 工 

前 面 的 定理 2 与 下 章 要 证 明 的 存在 定理 《这 是 局 部 类 域 论 的 
一 个 基 本 定理 ) 本 质 上 是 等 价 的 。 证 钠 此 定理 的 一 个 关键 是 用 引 


9 783， 


理 4 将 问题 归结 于 NI/ 从 一 1 和 NB(C8/ 人 一 1 在 85.1 
中 我 们 对 于 任意 有 限 Gaiois 扩张 Ej 证 明定 理 1。 然 后 在 85.2 
中 推导 出 一 系列 的 引 理 (包括 引 理 4)， 正 如 在 $5.1 末 昆 所 说 的 ， 
Hazewinkel 用 本 节 中 的 方法 研究 了 Abd 扩张 EF， 由 此 立即 
得 到 基本 等 式 ， 但 是 还 可 以 用 完全 不 局 的 方法 证 明 存 在 定理 ， 这 
就 是 采用 第 七 章 中 叙述 的 Lubin-Tate 形式 群 方法 。 作为 85.2 和 
$5.3 中 所 述 结果 的 应 用 ， 本 书 将 Hazewinkel 方法 推广 到 任意 
Galois 扩张 上 ,这 一 点 在 $5.1 中 已 经 谈 过 (其 证 明 方 法 也 仅仅 复杂 
一 点 )。 
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第 六 章 基本 定理 


与 前 面 一 样 令 基 域 为 局 部 域 ,以 ,和 表示 上 的 极 大 
不 分 歧 扩 域 和 极 大 Abel 扩 域 ,前 两 章 论述 了 扩张 hv/ 和 Ks/& 
的 主要 性 质 。 在 这 个 基础 上 本 章 首先 展示 存在 由 下 的 乘法 群 并 
到 hs/ 的 Galois 群 Gal(ku/f) 的 自然 同 态 

Pr:k* ~—> GalCkoof 到 

然后 证 明 关 于 pt 的 一 系列 重要 定理 。 这 些 结果 形成 了 局 部 类 域 
论 的 信心 。 经 典 意义 下 的 局 部 类 域 论 基本 定理 , 即 关于 的 有 限 
Abei 扩 域 能 各 种 定理 * 均 可 由 关于 pi 的 结果 很 容易 地 推导 出 来 . 


$6.1 基本 了 映射 px 


令 
KK 一 ks 一 /上 的 Brobenius 自 同 构 。 
设 由 是 9 到 Gal(kw/R) 的 某 个 扩充 ,而 令 
Fy {a€ kslb la) = a}, 
则 F。 是 Ks/ 的 中 间 域 ， 从 $4.3, 引 理 7 我 们 有 
FNK—k, Fok = ka. 
从 而 由 84.2, 引 理 4 可知 NCEs/ 忆 包含 所 的 素 元 志 
引 理 1 设 内 ,如 均 是 9 到 Gal(ks/ 和 ) 的 扩充 ,而 mm 分 
别 为 WCPw/ 和 NCFs,/) 中 所 包含 的 的 素 元 , 令 为 一 xiv， 
v€E UC)， 则 
机 由 一 BO 二 
其 中 st:D(DYGa(ks1k on) 是 $5.3 中 定义 的 拓扑 同 构 。 
证 明 设 M 是 满足 85.3 中 条 件 (9) 的 域 ,而 令 
克 一 MnFu b= MNFe,s 
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p= hIM, p= hlM, 

则 pilK = ps| 基 一 pp， 从 而 由 54.3, 引 理 7 可 知 太 和 心 均 是 
MJ 的 补 域 ， 并 且 

LNK— ENK=R, kK— hbK= M, 

Gal(M IK)SGal (RR), Gal(klR), 

[Rk] ~ [bo:Rl = [M:K] < 十 oo， 
此 外 ，9 和 gp; 分 别 是 M 一 矶 一 对 于 入 和 和 的 Fro- 
benius 自 同 构 。 男 一 方面 ， 由 于 mm ENCFw /Rm€ NCF,,/R), 
名 SFe 二 Fs,， 可 知 存在 多 和 名 中 的 元 素 本 和 到 
使 得 


mm = NC#), t= NemCxs), 
由 于 多 和 庄 扩 均 是 完 侈 分野 的 ,从 而 由 $1.3, 定理 3 的 系 可 
知 和 蕊 分别 是 读 和 名 的 素 元 , 于 是 友和 用 均 基 M 一 
名 uw 一 ,ar 的 素 元 ， 从 而 也 是 M 的 完备 化 这 的 素 元 ， 因此 
S=—ni/xrt €E U(NH),， 由 于 Gal(M/KR) = Gal(M /K) 人 SG 和 
Gal(/*)， 从 而 
Nax($) = Nealw?) /Nanle) = mm = Vs 

此 外 ， 由 于 中 多 一 几 | 名 一 1， 从 而 车 令 5 一 同一 各 各， 
则 


Sr! = Et = (nf) 

= xahla) — A, o€ Gal(ksl K), 
从 而 

v7 = Na ), (FO a 
将 $5.1, 定理 1 用 于 及 的 有 限 Absl 扩 域 一句 多 二 ENK= 
克 工 一 EK 一 KK 一 M 以 及 LIE = Mj 的 Frobenius 自 司 
构 ps 和 工 二 下 的 素 元 mw， 则 由 同 构 6 一 Gwx:UCOINU 
(M1/) 访 Gal(M/K) 给 出 

vs :mod NUCM /RE) > al。 
这 些 对 于 每 个 M 均 成 立 ,从 而 对 于 Suww 的 极限 总 ， 便 得 到 
BV) = (eT) = o = gr'b, 


gle 


引 理 2 对 丁克 的 每 个 素 元 =， 均 存 在 唯一 的 元 素 we 

Gal(Gkay/ 和 使 得 
SIK= 9p, x€ NC(FyR). 
如 果 将 这 个 由 写成 和 ， 则 卫 射 
rH br 

定义 出 从 大 的 素 元 全 体 组 成 的 集合 {x} 到 集合 {gp€ Gal(&s/ 丰 1 
由 是 9 的 扩充 } 之 上 的 满 射 . 

证 明 给 定 ? 到 Gal(&s/ 如 的 一 个 扩充 和 和 包含 在 NCFw/ 
已 之 内 的 的 一 个 素 元 x,。 则 多 的 每 个 素 元 * 和 FP 到 Gal(&sl 
上 的 每 个 扩充 由 均 可 分 别 唯一 地 表示 成 

x— nds P= Pou€ UR o€ Gal(Ks/ K). 
由 引 理 1 知道 ，=e NCFp/ 有 ) 的 充 要 条 件 是 84(wu)"* 一 go。 所 以 
存在 唯一 的 由 一 使 得 xE N(Fs/ 如 , 即 为 
$= Pode 

由 于 Bi:U(R) 访 Gat(Ks/K) 是 同 构 映射 ， 即 可 证 明 引 理 的 后 一 


EE 


引 理 3 对 于 大 的 每 个 素 元 =， 存在 唯一 的 同 态 
> GalCkos/h) 


使 得 
efr) 一 $e, 
证 明 设 ma， 各 如 前 所 述 , 则 
起 一 《mo》X UO Cr)SZ, 

对 于 k 中 每 个 元 > 一 op，np6Z。， xceTGtD， 令 

pfz) 一 458s( CD) 
这 显然 定义 出 同 态 p: 一 Gal(ks/)、 由 引 理 2 的 证 明 可 知 ,对 
六 中 案 元 = 一 mw， 我 们 有 

plr) 一 optKe) 一 ba, 

另 一 方面 , 对 于 U(R) 中 每 个 元 素 ws = 一 mw 是 的 案 元 并 且 
# 一 xfm。 从 而 如 一 (mm) X UCK) 是 由 # 的 全 部 索 元 之 集合 
{z} 所 生成 的 。 所 以 对 于 每 个 素 元 = 均 满 足 p(z) 一 加 的 同 态 
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。 是 唯一 的 ， | 
引 理 3 中 所 述 的 同 大 e 由 局 部 域 所 唯一 决定 的 ， 今 后 记 成 
pes 并且 叫 冤 是 的 互 反 律 喘 射 。 范 剩余 映 记 或 者 是 Ar 映 于 . 
本 节 中 我 们 将 它 叫 作 是 的 基本 同 态 或 基本 映射 。 
对 于 453 的 拓扑 同 构 3%。 我 人 由 Bi(e) 一 Bx(w) "ue 
D(AD》 定义 出 新 的 拓 并 同 构 
BOM SG kas), 


然后 考查 下 面 的 图 表 : 
I> 1 = i ZZ ~»1 
了 吾 二 mw Js 0) 


1 > Gal(ks/Rs) 一 Gal(kosl R) 一 Gal(ka/R) —>1 
其 中 上 面 一 行 是 由 * 的 正规 赋值 所 定义 的 正 合 序列 ， 下 面 一 行 是 
由 *S 和 hs 得 到 的 Galois 群 的 自然 正 合 序列 ， 右 边 映 射 是 
由 $4.2 中 所 述 的 同 构 Ze， > p" 所 得 到 的 单 射 。 从 px 的 
定义 (1 可 知 


PA(#) = BC ，wE UR), 
因此 (2) 式 左边 的 四 边 形 是 交换 的 。 男 一 方面 , 设 * 为 的 于 元 而 
pk(z) 一 由， 则 
ze = 1 > 9 = blkss 
从 而 右边 四 边 形 也 是 交换 的 ,因此 (2) 是 交换 图 表 。 
定理 1 基本 瑞 射 
pk 一 Gal(As1 和) 
是 从 局 部 紧 群 A* 到 紧 群 Gai(ks/f) 的 连续 单 射 。 它 的 象 是 
Gal(KwfR) 的 黎 子 群 。 并 且 它 诱导 出 紧 子 群 之 间 的 拓扑 同 构 
UR)S Gl/ ks). 

证 明 由 于 (2) 中 现行 均 是正 合 序列 ， 并 且 束 ,s 均 是 单 射 ， 
从 而 pe 也 是 单 射 ， 根 据 $3.1, 定理 3 知道 VU) 是 嫉 的 开 子 
如 ,而 吏 = pr|1UCK) 是 拓扑 同 构 , 以 向 pk 是 连续 的 。 进而 ，mk 
的 象 包含 Gal(ks/hur)， 并 且 s(2Z) = (wp》 在 Gal(K/) 中 称 
密 , 从 而 pk 的 象 也 是 Gal(hws/*) 的 笛子 群 ， 定 理 的 后 一 半 是 显 


EE 


然 的 。 

交换 图 形 《〈2) 基 由 基本 映射 ex， 84.2 的 同 构 Z 一 《qp》 与 
55.3 中 向 构 64 之 变形 下 三 着 结合 而 成 的 。 但 是 pk 并 不 是 由 
表 (2) 所 唯一 决定 的 。 因为 不 难看 出 ， 存在 其 他 同 态 如一 
Gai(ks/ 仿 ， 使 得 具有 与 (2 类似 的 交换 图 表 。 


$62 A 的 性 质 


本 他 主要 是 考查 局 部 域 & 的 基本 喘 射 
pikR* — Gal(kosf 站 ) 
与 基 域 的 依赖 关系 、 
假设 《4 六， 人 fw) 均 是 局 部 城 ， 而 o 是 从 (%, rv) 到 
(x',y) 的 局 部 城 同 构 , 即 癌 构 映射 
okSR 
满足 
p= yo0, 
又 设 8，9' 分 别 是 *，# 的 代数 闭 包 , 而 ,x 分 别 是 vz,y" 到 
,0 上 的 唯一 扩充 , 同 构 c:09 是 o:XS4 的 扩充 ,出 p30 
显然 是 一 wec 到 9 上 的 扩充 。 从 而 由 51.2， 引 理 2 可知 
p= po0, 
不 难看 出 ， 
0 ks Ss kage 
其 中 是 在 8 中 的 极 大 Abel 扩 域 ,而 如 是 闵 在 9' 中 的 
极 大 Abd 扩 域 。 由 此 得 到 Galois 群 之 间 的 同 构 
or GRof KR)S Glsl 人 
工 F> oraT 


定理 2 图 表 


k* > GARsl) 
qo bo 


ke* > Gal(kos/€) 
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是 交换 的 。 其 中 两 行 胺 射 为 ee 和 px。 

证 明 根据 定义 p， 对 于 的 自然 性 ,本 定理 几乎 是 显然 的 . 
确切 地 六 :了 将 人 蜡 到 如 之 上 , 设 9， Pp" 分 别 是 /有 rf 
和 的 Probenius 自 克 构 , 则 g' 一 cpo 又 若是 不 的 素 元 ， 则 
x' 一 g(x) 是 的 素 元 从 上 而 的 注 这 和 .，#， 前 定义 可 知 
中 二 ago 从 而 pbfafe)) 一 7ptfryo 由 于 k* 可 由 素 元 
集合 {xz} 生成 ,从 而 让 明 了 法理 . 

现 硅 叙述 上 面 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 下 于 龟 为 局 部 域 如 的 
有 限 Galois 扩 域 的 请 形 。 这 时 如 人 为 Galois 扩张 ， 并 且 
Gal(kuj 有 ) 是 GalAsl 和 ) 的 Abel 正规 子 群 ,其 商 群 为 Sal(k/ 有) 
Gal(ksjR) 的 每 个 元 素 吕 定义 出 GalCksyt) 的 自问 构 

Galtkay ) SGal Cs 和 
rxoro! . 
由 于 Gal(tsl 科 是 Abel 群 ,可 知 o* 只 依赖 于 Gal(ty 各) 中 元 
素 el， 通过 o* 使 得 Abel 群 Gal(Rsf 科 成 为 Gal(&/ 如 )- 模 。 
田 一 方面 ，Gal(《/t)】 以 显然 方式 作用 在 二 的 乘法 群 入 上 。 将 
定理 2 用 于 太一 六 ,9 一 2'，%s 一 bs 的 情形 ,可 知 
piask” > Gal(ksf R) 

是 Gul(#/ 如 )- 模 司 态 。 

其 次 设 如 是 让 的 任意 有 限 扩 域 ， 我 们 考查 m 和 pk 的 美 

系 。 由 于 
CK’, Kshs 
及 而 限制 映射 r 上 -> qlks 给 出 自然 周 态 
Gal(RalR’) ~> Gal( 和 oj/ 下 


最 后 ,显然 有 范 映 射 
Nes Rr” > KY 
定理 3 设 丰 大 是 任 总 有 限 扩张 , 则 图 家 
KY* > Gal(kaik) 
Na 二 
息 一 Galkaol 
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是 交换 的 ,其 中 商行 映射 为 pu 和 pk : 
证 明 设 ”是 /的 中 间 域 .考虑 图 表 
k* > Gal(ks/h) 
4 1 


Gal(/ 
1 ! 


A* > Gal(ks/®) 
左边 竖 线 映射 是 RewkeNioke 一 Nta。 右边 映射 为 限制 喘 射 ， 如 
果 定 理 对 于 扩张 家 /RX 和" 均 成 立 , 则 对 于 大 /也 成 立 . 特 
别 取 如 是 名/ 的 惯性 域 ,由 $3.2, 定理 5 知道 人 /完全 分 歧 
而 /不 分 歧 。 所 以 只 需要 对 于 J 完 余 分 歧 和 不 分 战 丙种 
情形 证 明定 理 即 可 . 

先 设 角 / 克 是 完全 分 歧 的 。 令 是 帮 的 素 元 ,， 则 < 一 
Naem(m) 是 多 的 紊 元. 设 m 是 Kw/ 的 Frobenins 自 同 构 , 令 
P= pe 一 pe 人) 下 一 了 os 

出 引 理 2 和 % 的 定义 可 知 

和 | 二 CBA 
由 于 帮 /K 完全 分 肢 , 如 果 设 9 是 Ar/ 的 Frobenius 自 同 构 , 则 
时 | Ke 一 9， 从 而 若 令 

F= FMNks, $= ks 


则 
下 一 Re plhor = Pr lk 一 《四 [we 天 
一 人 | 一 个 
另 一 方面 ,由 we N(F'/) 显然 得 出 一 NenCe)E NCF')， 
从 而 
ENCF/AD)。 
因此 由 g。 的 定义 可 知 由 一 和 一 pr 办， 即 
pa(CNamt(rD)) = b= pelr’) NR. 
由 于 《> 由 素 元 集合 {x} 生成 ， 从 而 在 万/ 完全 分 歧 的 情形 
定理 得 到 证 明 。 


56。 


其 次 设 万 / 帮 为 不 分 歧 扩 张 , 令 一 [ 克 :。 取 = 为 束 的 素 
元 省 一 和 一 ptfz)， 这 和 对 ,由 于 克 / 是 Galoi 扩张 , 则 fs/ 帮 也 
是 Galois 扩张 ， 没 1 为 由 到 Gal(&srt) 的 扩充 4bs 一 %。 取 

Fi= {oe'E Rlla’) = ao}, 
则 2K 二 十 |K 二 p， 从 而 由 84.3, 引 理 > 得 到 
FNK = RR, Fak = Kiss 
Gal(ks Fi) SG KID, 


x 已 


Pa 


3 


和 


令 内 一 1 和 一 各 出 几 | 玉 一 9 从 而 由 
{ERESK, [tk] 一 ms 天 一 如 

可 知 gq” 是 Kj 的 Freobeaius 自 沿 构 ,而 9 是 它 到 Ga(CRs1 7 
的 扩充 ， 另 一 方面 ,由 于 Gatksy Pi)SGal(K/t， 以 而 得 到 

RF, = Fe = {oe€ kop'(e) = o}. 
由 民有 天 一 贡 和 缠 2, 引 理 4 可 知 NCF，/t) 包 舍 和 的 素 元 ms 
由 Fy 一 站 FSF, 可 知 mE N(Fs/t)， 又 出 由 一 可 知 
x& (Psj 全， 再 由 引 理 2 即 知 zy 一 =， 从 而 =E NCFA 和 此 
外 ,由 于 FNK 一 名 可知 {1 和 % 己 Pr， [总 : 之 十 wp} 和 
家 | 由 三 知己 让 [时 :如 ] 之 十 co 是 一 一 对 应 的 。 从 而 由 x 
N(Fa/kt) 可 得 x€ N(KPWR)， 特 别 节 ，& 的 素 元 x 也 是 不 分 层 
久 域 的 素 元 ,因此 

PIK= yp, ENCK RIRD = NOFAk). 

所 以 由 定义 可 知 


pe) 一 由 一 和 
从 而 得 到 
37 。 


pr) | 一 2 kas = fe™ — pry” 
一 prCNesa()). 
Fw E DOC), n€ UR) 令 
paw') — Bu) pt) = EA), 
又 因为 六 大 是 Galois 扩张 ,从 而 由 §5.3, 定理 4 知道 
peu ) os = PECNekCee )). 
机 由 二 一 《x》X UL) 即 知 定 举 对 于 不 分 战 扩张 不 / 也 是 对 
现在 考虑 区 | 大 是 有 限 可 分 扩张 的 情形 。 这 时 由 $5.2 知道 可 
定义 从 站 到 不 的 Geiois 群 的 转移 : 
tal Ror R) 一 Gal Cosf XY, 
又 显然 地 定义 自然 单身 


对 


和 
我 们 分 几 步 来 亚 明 网 表 
kGallkol 人 
Vi 
”> GAs tk) 
是 交换 的 。 闫 笨 单 起 见 , 今 后 将 此 图 表 记 为 《Kf 介 ， 
引 理 4 设 忆 是 有 限 可 分 扩张 如 伏 的 中 间 域 : KK。 
廊 如 果 图 表 ("J 克 ) 和 《并 1) 均 是 交换 的 , 风 《1 也 


是 交换 藤 ， 
说 如 景 图 去 (4/ 刀 和 CX/ 均 是 交换 的 , 则 /如 也 
是 交换 的 ， 
证 明 。” 考 感 将 《kg 与 ('/) 合成 后 的 图 表 : 
如 > Gal(kuaf k) 
4 } 
*™* > Gal(K/ k) 
! 1 
A > Ga RY 


由 于 tek 一 tereosiins 上 村 图 点 的 曼 外 出 的 大 西边 形 即 是 图 表 
《人 /多 。 由 此 即 证 让 。 再 由 35.3， 定理 5 的 系 可 知 te 为 单 


射 , 由 此 和 上 面 图 表 即 得 到 i)。 

引 理 5 如 果 癌 / 为 有 限 Galois 扩张 , 则 对 于 每 个 元 素 x € 
CE/ 从， 罗素 (kV 是 交换 的 。 即 在 Galits/ 龙 ) 上 的 两 个 
路 从 的 象 是 一 致 的 。 . 

证 明 假设 xz 一 Nox(r)， x Ex， 即 


r= [| r=), re Ga iD。 


令 0 二 pr(x*)， 并 且 f 到 CalChwl 二 的 扩充 仍 沁 为 r， 将 定理 
2 后 面 的 注 记 在 于 * 己 丸 叶 恕 ， 得 到 


Pute) = TE ror™, 


库 一 方面 ,这 时 召 一 Gate 是 6G 一 Gsl(9,/&) 的 正 规 子 
群 , 将 7 了 到 Gal(Qf) 的 扩充 仿 记 为 *， 则 Gal( 交 /和 区 全 部 元 
素 列 G 一 Gal(8,/ 有 的 扩充 所 梅 成 的 集合 {r} 是 G 关 于 五 的 障 集 
代表 元 系 ,再 由 《5.2 中 所 述 的 转移 瞎 射 rom 一 rem 萨 定 义 , 吾 知 


mtel Es) = TY ror™, 


再 由 定理 3 知道 nliu = px Cr ) is = peCNya()) -po 下 
此 
ps) = sinox()), 
这 就 证 明了 引 理 的 沦 断 。 
定理 4 设 为 能 储 意 有 限 可 分 六 张 , 册 
Gah/ 如 
CE 
KY > GC A) 
是 交换 的 ,其 中 行 映 射 为 pe 和 pe 
证 明 设 B 是 的 Galcis 扩 域 并且 包含 不 浊 S 必 2， 由 吉 
理 4 塘 知道 ,各 果 定理 对 于 所 和 吾 /f 成 立 , 则 对 于 太太 也 
成 立 。 愉 而 以 下 只 考虑 如/ 为 Galois 扩 绽 的 情形 邯 可 。 设 总 总 
蕊 7 的 访 性 城 , 旭 册 53.2， 定理 5 吾 姑 玫 1 完全 分 起 箱 如 人 不 
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| 
涉 


分 六 ， 导 此 又 不 妨 假 定 名 扩 是 完全 分 歧 或 者 不 分 歧 的 Galois 于 

先 渴 《ff 完 金 分 该 ， 令 x 为 克 的 素 元 ; 则 一 Nen() 
是 夫 的 束 元 ,并 且 

kK 一 《zy》X UO. 

外 引 理 5 知道 定理 + 中 的 图 表 对 于 是 交换 的 , 又 由 于 pi|U (A 
一 歌 ， 从 而 由 $5.3, 定理 5 可 知 此 图 表 对 于 VC 中 元 素 世 是 
交换 的 。 于 是 在 这 种 请 形 下 定理 成 立 。 

其 次 万 不 分 坡 ， 由 于 驴 由 它 的 圳 元 集合 生成 ,从 而 只 
需 对 于 不 的 每 个 素 元 = 证 明 图 表 交 换 即 可 ， 采 用 与 定理 3 的 证 明 
后 一 半 相 同 的 记号 ， 并 且 设 和 是 由 一 px(x) 到 Ga 和 的 扩 
充 , 于 是 

pel) = 47, # EK], 
设 P 是 下 /大 (一 Rr 不) 和 转 Frebenius 自 同 构 * 则 由 史 的 定义 知 
1K = biK= p, 
从 而 11 4 形成 GalC&w/ 科 对 于 GalGtsf 好 的 陪 集 
代表 元 系 。 册 转移 的 定义 易 知 
0 的) 一 和 
从 而 
PRCT) 一 HotfCet(z))。 

这 就 证 明了 定理 。 

将 转移 zi 的 定义 稍 加 变化 ， 即 可 把 上 面 定理 推广 到 任意 
《不 必 吾 分 有 的) 有 限 扩张 六 质 上 .其 方法 如 下 所 示 : 设 各 是 
在 中 的 极 大 可 分 扩 域 ; 即 如 三 万 介 0,， 令 坝 一 [ 龙 : 各 ]， 如 
果 名 的 特征 为 0, 则 wm 二 1。 而 如 果 大 的 等 征 为 了 ， 则 mw 必 为 了 
的 笋 ， 无 论 悬 哪 种 情形 ， 胸 射 =H-> as” 定义 出 代数 封闭 二 0 的 
自 同 构 ; 

coms OO. 

根据 $3.3* 引 悍 5 可 知 如 /为 完全 分 歧 扩 张 。 因 此 


om 


这 以 闫 令 了 和 2 分 别 是 如 和 如 的 正规 赋值 则 

3 Low, 
因此 ,着 对 于 元 素 zE Gal( 朴 /RR?) 令 oo8&(F) 一 wmTwa, 则 由 定理 
2 可 知 图 表 


Ga 
| 二 
KR > Gal(Kal K’) 
是 交换 的 。 因 此 当 *e Kr” 时 ， 
Pi(zyo] = walpr x), 
从 而 
prs) 一 om pr (x) om, 
如 时 又 若 x€ k*， 则 由 定理 4 知道 pptx) 二 iawnakprlx))， 再 由 
上 式 即 得 到 
pot) 一 w(t ACP Jam 
因此 对 于 扩张 不/A 车 由 
tC) 一 wont ) ns TE Gas 本 
定义 出 转移 
pt Ga kas 一 GalCRss/ k')s 
则 定理 4 的 图 表 
如 一 GalGRaj/ 人 
J 1 


kr* > Gal Cas/ ') 
奎 这 笠 情形 下 是 交换 的 。 不 难看 出 ,上 述 的 ten 是 可 分 扩张 情形 
下 定义 的 转移 的 推广 ， 此 外 ，tw 是 单 射 (注意 若 的 特征 为 疡 ， 
则 UGD 包含 ?次 本 原单 位 根 ), 并 且 容 易 证 明 , 对 于 任 章 有 限 扩 
张 有 Ek” 有 tr = fA 

定理 5 为 了 同 态 

kk > Gal(kesi it) 
与 & 的 基本 映射 p 一 致 ， 其 充分 必要 条 件 是 “ 具有 如 下 两 条 竹 
质 


廊 对 于 大 的 每 个 素 元 * 均 有 <) 人 or 一 9 


ol 


刘 对 于 和 的 任意 有 限 Abel 扩张 如 ， 均 有 <CV(K AAS 
Gal(ksJ)， 即 对 于 每 个 xE Ne/ 从 均 有 区 xz) 站 一 1. 

证 明 由 引 理 3 以 及 p 一 pt 的 定义 即 知 ex 满足 廊 。 此 
外 ,由 于 老 / 是 Abel 扩张 ， 所 以 《Ehs， 从 而 由 定理 3 的 
贸 表 可 知 Gal(ks/8) 一 Gal(ksl) 的 象 包含 在 Gal(kws/) 之 
中 。 东 册 定理 3 即 知 ps 也 满足 洋 ， 反之 ,假设 “是 满足 条 件 让 
和 和 问 的 任意 同 态 ， 对 于 太 中 任意 素 元 * 令 由 = 加 一 pt(m) 由 
4 和 Fs 的 定义 可 知 <e NGCFsj/A)，4Py 一 i 所 以 如 果 设 
8 是 大 的 任意 有 限 扩 感 并 且 包 含 在 Fs 之 中 , 则 <eNCR/ 人 ,所 
以 由 假设 条 件 边 得 出 xm) 如 一 1 由 于 Fs 是 所 有 这 样 的 
的 并 集合 ,从 而 

oFy ~ 1 = pe) |F,. 
另 一 方面 ， 由 假设 条 件 和 可 知 r(x)|K = px(7)|K = plK ~ 
wr)， 而 由 轩 .3, 引 理 7 有 如 一 FuK， 从 而 得 到 
k(x) 一 pax), 

尽 于 如 是 由 素 元 集合 {x} 生成 的 ， 从 而 “一 pt， 即 证 明了 定 
理 。 


$6.3 有 限 Abel 扩 域 


本 节 中 征明 关 于 局 部 域 的 有限 扩 域 ,特别 是 有 限 Abel 扩 域 
的 基本 结果 . 
定理 6 设 久 是 局 部 域 的 任意 有 限 扩 域 , 则 基本 映射 ph: 
外 一 Gal(ku/K) 诱导 出 商 群 间 构 
Ours RY /NORTE) SGal ks (NN RAE), 
并 且 
CA = pr'CGal(kos/ ks NN)), 
Gal(Kas/ kos NX) 一 PCNCR 7AD7) 
在 Gai《ks1) 中 的 闭 包 . 
证 明 ”对 于 局 部 域 如 可 以 定义 与 (2) 一 样 的 交换 图 表 


52、 


OO > kr > 2 -=1 
J Ba ow Ve (3) 
1 GAlkst ks) > GAs/ ky) > GAR RY > 1 
叉 从 (3) 上 行 正 全 序列 和 (2) 上 行 正 合 序列 得 到 交换 习 瞧 
1— UE) > 21 
4 9 i C4) 
1 一 5( 有 -起 >Z—>1 
其 中 中 间 紧 线 了 英 射 是 范 欢 射 Nt， 面 1 一 fl/ 如 表示 映射 
ah 如。 同样 地 , 从 (3) 的 下 行 正 合 序 列 和 (2 的 下 行 正 合 序列 由 
Galois 群 之 间 的 自然 同 态 定义 出 交换 图 表 
和 一 Ga Cost ks,) —> Gal (ksi h') -> Ga 一】 
1 1 1 《2 
1 -> Gai(kostfkss) -> Gal(kaji ~—> Galth /OD 一 1 
令 四 ， 末 分 别 为 生息 的 Frobenius 自 同 构 : 由 于 [wo 作 
中 :和 一 让 从 而 Pp | 一 Pr。 利用 $5.3, 定理 4 和 $6.2, 定理 3 
即 可 把 (2),(3),《4),(5) 合成 为 立体 的 交换 图 表 ， 于 是 志 (4) 的 
余 态 和 (5) 的 祭 核 定义 出 的 图 表 . 
1 UINUCRIR) CEI > 好人 一 上 
下 
1 Gal(ks NR hs) —> Gallks MRIR > Gok RIA — 1 
(6 
也 是 交换 的 。 而 且 两 行 均 均 正 合 序列 。 左边 竖 线 是 出 同 构 据 识 
天 Bw 得 到 的 同 将 ,右边 竖 线 是 到 由 9| (ke 站 克 ) 生成 的 + 给 沽 
环 群 Gal(kv 人 /各 上 的 局 构 ， 基 北 中 谍 琅 线 也 是 同 构 : 
RI N(R FR) SGal( kof AR). 
这 个 同 构 是 由 基本 瑞 射 et: 起 一 Gsl(sj 科 诱导 出 来 的 ,但 是 
Gal(RaN RR 一 Gal{kos/ kh}/ Gal(Ckosl kos NR), 


从 而 

N(RIR) = pi'CGalCksf sf &')), 
此 外 ,pi 将 Rj 人 NX/ 如 的 每 个 陪 集 映 到 Galtkal 容 /Ga(ksf 
ks 但 克 》 所 对 应 的 院 集 中 。 但 是 从 定 娃 1 知道 xa(%*)》 在 Gal(ksl 
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有 中午 密 ,从 而 GaMko1)1GaiCko1hesni) 的 省 限 个 陪 集 风 屁 
Gal(koy/t) 的 亲 集 合 ,因此 GalCko/kant) 是 oxCNCE[ 匀 ) 的 
闭 包 ， 

由 于 et 是 连续 同 态 ,从 上 述 定理 可 知 NCK'/ 们 是 姑 的 闭 
子 群 并 且 指 数 有 限 ， 从 而 也 是 开 子 群 ， 这 就 又 证 明了 $3.3， 定 再 
7 。 特别 当 丸 从 是 Abel 扩张 时 ,立刻 得 到 如 下 定理 : 

定理 7 设 刀 是 局 部 域 的 任意 有 限 Absl 扩 诚 。 则 基本 觅 
射 cl: 如 一 Gal(ks/X》 诱导 出 商 群 同 构 

pur/NCK /IO 一 Ga/ 
从 而 有 
Itx:NCK/D] = [REA], 

这 一 定理 是 关于 局 部 域 的 有 限 Abel 扩 域 的 最 基本 结果 ， 而 
定理 中 的 等 式 叫 作 是 局 部 类 域 论 的 基本 等 式 . 这 一 点 在 $5.1 末尾 
曾经 痰 过 。 那 里 还 提 到 过 ， 对 于 Abd 扩张 从 $5.1 的 交换 图 表 并 
使 用 $51， 引 至 ! 和 蛇 形 引 理 容易 得 到 基本 等 式 一 个 直接 证 明 ， 
定理 7 即 是 所 谓 的 同 构 定理 ， 即 有 限 Abel 群 A*/N(/h) 和 
Gal(k'/ 录 是 同 构 的 。 这 是 一 个 相当 深刻 的 结果 ， 

定理 8 《终结 定理 ) 设 全 是 局 部 域 《 的 任意 有 限 扩 域 ， 
如 是 不 的 有 限 Abal 芳 域 , 则 

NI SEN"/R) < Ek, 
特别 地 有 
NO ~ ND < kN, 

证 明 由 于 如 /X 是 Ab 扩张 ,从 而 人 "Sk 等 价 于 如 
人 We。 因此 又 与 Gal(tos/hs nk) 三 GdlChs/) 等 价 ， 将 定理 
6 后 一 半 中 的 等 式 用 于 《人 和 "J 即 得 到 定理 。 

和 设 必 /4 为 任意 有 限 扩张 , 则 

NI = NC RI, IRS:NCEIAY SI 人， 

并 且 后 孝 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 帮 /A 为 Abal 扩张 ， 

证 明 ”第 一 个 等 式 已 如 定理 8 中 所 述 。 将 基本 等 式 用 于 Abl 

扩张 kN 如 J， 则 有 


7 


[| 


NC N/A] 
一 EAs 人 六 ] 托 [和 :和 
并 且 等 号 成 立 > 中 站 一 天 < 区/ 为 hbel 扩张 
如果 妈 "1 丰 为 任意 在 限 扩 张 ， 太 是 六 碟 的 中 间 域 ,邑人 
六 富 k'， 演 查 医 表 
CINCY So 0 
IN OS GAs RI 


其 中 两 生 觅 射 分 别 为 pi 和 Px 而 两 至 线 映射 分 别 是 由 

NK/D ENGR/DC* 和 《hs 人 hn 和 "给 出 的 自然 同 丰 ， 

引 理 6 上 面 的 图 表 是 交换 约 , 从 而 
pesaCN ET OI NR) — Gel Nk /hs NN kD. 

证 明 由 于 pb 和 pk 均 是 菏 本 映射 pt: 《* 一 Gal(hsf 
) 诱导 出 来 的 同 构 , 即 可 知道 上 面 图 表 是 交锋 的 。 于 是 话 导 出 惨 
线 映 里 的 余 核 之 友 的 加 次 

NORIROIN GRE) SGal hssfN Rkos NN RY). 
从 而 引 理 的 后 一 部 分 也 成 立 。 
定理 9 设 如 是 局 部 域 《 的 任意 有 限 扩 域 ,4; 是 和 Jt 的 
福 手 域 ,好 名 一 如， 则 
NCO) = UCONCK /ER), 
pe RT UCONC /SG A). 
并 且 对 于 的 任意 素 元 =，ptw 将 DCA)NCA/4) 睦 变 不 分 评 
扩张 如 的 Frobenius 自 同 构 ， 所 以 和 /的 剩余 类 次 数 Ki 
和 等 于 x0GONCK/) 在 裕 /0CONCK/4) 中 的 阶 数 。 

证 明 从 交换 图 表 (6) 可 知 中 间 竖 线 肌 艇 eu 将 DC 
NOG) 一 KYNCK 1) 的 象 映 碾 Ga 和 /> GalChss 站 
kJ) 的 核 , 即 

pe UONC RINCEIRY) 一 Gate HRD). 
注意 如 一刀 几 名 ,而 pw 是 同 构 ,从 而 由 上 一 引 更 即 得 到 
MCA 有 一 UCONCET ED. 
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由 定理 5 知道 xx) 是 如 /的 lezbenius 自 闻 构 ,而 pws 
是 pe 诱导 出 来 的 同 构 ， 即 知 定理 后 一 半 也 是 对 的 。 最 后 次 注意 
GalKkofk) 是 由 Frobenios 自 同 煌 生成 的 了 K/》 阶 循环 性 。 
系 设 丸 是 局 妆 域 的 有 限 扩 域 , 则 
轴 扩 为 不 分 歧 扩张 和 > CK) SNCKI)， 
更 估 为 完全 分 上 肢 扩 张 全 > 一 UCONC&AK)。 
证 明 由 于 操作 是 Abal 扩张 : 首 且 Nto/ 人 一 UGONCRI 
站 。 斌 而 由 定理 8 得 到 
= UNGER) 一 NAKAD 
UH ENCATOD, 
hte> UN — NO = 
下 理 7 设 昌 为 局 部 紧 嫩 k* 的 闭 于 群 半生 Lk*:H] < 十 co， 
出 存在 站 的 在 限 Absl 扩 域 如 使 得 
页 (和 三品 人 
证 明 出 35.3， 定 琴 2 可 知 
NU(Ckaji 一 nn NU(E/R) = 1, 


其 中 过 外 的 全 部 有 限 &bs; 扩 域 。 侧 于 互 为 六 的 开 子 群 ,从此 
HNUC) 也 是 U(X) 的 开 子 群 。 再 和 注意 到 V(i 是 紧 群 而 
NULEIE) 为 UR) 区 闭 子 群 ; 即 知 存在 满足 
NU(EIO)SEHN (OSH. 
令 二 [Rk*;H] 并 设 如 是 上 的 # 次 不 分 歧 扩 域 , 剂 Fw 一 Ek 
是 天 的 Abd 扩 谨 ,从 而 有 /为 有 慷 Abel 扩张 。 由 于 W/E 是 
不 分 歧 扩 张 ,四 $3.3。 引 理 4 可 知 NO(KRJE) 一 UU《E). 从 而 
at) = Nr UE = NU(EIOEH, 
另 一 方面 ,E 的 素 元 ” 同时 也 是 太 的 素 元 ,从 而 
Nil ) = anime H. 
再 由 一 《x》X UCK》 即 知 NGQRADSEH, 
定理 10 (存在 定 埋 ) 设 总 是 局 部 域 和 的 乘法 和 群 过 的 闭 子 
群 站 且 [和 过 5] < 十 oo ， 则 存在 & 的 唯一 的 有 限 Abel 扩 域 下 便 
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得 


NOKIR) = BH. 
证 明 由 引 理 7 知道 存在 有 限 Abel 扩张 "1 使 得 
(kt /人 三 及 三 人 


由 于 pir:R/NCKA 访 Gal(K/ 科 将 DVNCK"1K) 映 成 
Gal(X"/*) 的 子 群 ， 由 Galois 理论 可 知 存在 /J 的 中 间 域 如 
使 得 
PesaCHINOI ER) = Gal( /天 )。 
将 引 理 6 用 于 Abel 扩张 kfR 的 申 闻 域 允 ， 则 
PukCRNCRYAD)ANCK AD) 一 Gal(R" /R), 
由 于 et 是 同 构 映 射 ,因此 得 到 
N/A = BH, 
由 定理 8 可 知 的 唯一 性 , 
从 上 而 的 证 明 可 以 看 出 ， 由 4$5.3， 定 理 2 推导 出 引 理 7 以 及 
踢 引 理 7 推导 出 存在 定理 都 很 容易 ， 另 一 方面 ， 从 引 理 7 或 者 定 
理 10 显然 也 可 以 证 得 $5.3， 定理 2 。 所 以 正如 $5.3 末尾 所 说 过 
的 ,$5.3 定理 2 和 上 面 的 存在 定理 本 质 上 是 等 价 的 。 
从 定理 10 可 知 ,对 应 
>H= N/R 
定义 出 从 集合 {| 如/ 多 为 有 限 Abel 扩张 } 到 集合 {| 及 为 起 
的 闭 子 群 ，[: 妇 ] < 十 co} 之 上 的 满 射 。 并 且 由 定理 3 知道 这 
个 对 应 与 包含 关系 是 反 序 的 ， 从 而 如 果 勾 玫 > 可， 色 F> 再 ， 则 
kN > HH kb HND,. 
又 由 引 理 6 可 知 ,如 果 多 己 久 ，HsSH,， 则 有 交换 图 表 : 
/HS GalCblh) 
} 1 (07) 
/FSSARI RO 
其 中 诸 映 射 如 引 理 6 所 述 。 由于， 是 全 部 有 限 Abel 扩 域 人 之 
并 ,由 儿 4.1 的 注 记 可 知 Gal(ko/k) 是 (7) 式 右边 同 态 族 GCK'[R) 
的 射影 极限 : 


oye 


Guia/k) =— im GalCe 


而 对 于 (7) 式 左 这 的 同 态 , 若 念 
= im /Hs 
则 由 px 德 玫 射影 有 限 群 的 拓扑 同 交 
SGalC he/k), 
由 良 然 同 态 起 一 让 1 定义 出 单身 
各 
而 每 个 mk 是 由 姑 太 职 射 pk:t 一 (GalKs/》 诱导 出 来 的 同 
构 , 从 而 合成 肌 射 
SGalltoth) 
与 pt 一 致 。 另 一 方面 ,对 图 表 (5) 各 项 作 庄 影 极 限 ， 即 得 到 交换 
图 表 
1 一 UN => 证 ~ 2 ~» 
1 1 J (C8) 
1 > Gal(kos/ kar) -> Gal(Aaf) 一 Ga t) 一 上 


其 中 左边 竖 线 是 拓扑 同 构 豆 ， 石 边 央 是 84.2 的 拓 盾 同 构 (1)， 又 

下 于 此 图 表 下 行 显然 是 正 合 序列 ,从 而 上 行 也 是 正 合 序列 . (一般 

畏 形 下 ， 射 影 极 限 并 不 保存 序列 的 正 合 性 ， 但 是 我 们 这 里 是 有 限 

群 ( 紧 群 ) 的 极限 , 即 可 知 上 行 也 是 正 合 的 ,由 (3) 定义 出 交换 图 表 
I> nb ~ RR ~ 2 -1 


1 1 1 
1=> TD > 入 一 2 1. 
! 1 ! 


1 > GulCko/ ke) > GalCRst Rh) — Gal(ketR)—> 1 
此 图 表 的 各 行 均 是 正 合 序列 .扳手 上 面 所 述 , 将 上 行 和 下 乞 放 在 一 
起 的 图 表 恰 好 是 $6.1 的 图 表 (2)， 与 (2) 中 一 样 ,交换 图 家 (8) 是 
将 针 .2 的 拓扑 所 构 (1) 剧 时 .3 的 拓扑 同 构 ax 的 变形 天 结合 而 
成 的 。 又 由 镍 3， 引 理 ?之 前 所 叙述 的 注 记 可 知 , 从 (8) 的 上 行 正 
合 序列 葵 出 紧 群 目 构 
SZ x UD, 
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从 而 得 到 

Gal(kol SE x UR), 

我 们 可 以 将 所 得 结果 作 一 个 简单 的 总 结 。 设 是 局 部 域外 

的 极 大 Abel 扩 域 , 则 存在 若 从 的 乘法 群 仿 到 Galois 群 GalCks/ 
的 连续 单 同 态 , 叫 作 基本 映射 

pisk > Gal( Ks/ 有， 
并 且 m 以 自然 地 ( 函 子 地 7 方式 依赖 于 基 域 《 然后 由 pk 得 到 
关于 不 的 (有 限 ) Abel 扩 域 的 各 种 重要 定理 。 这 些 是 局 部 类 域 论 
的 骨干 ， 今 后 在 第 八 章 我 们 将 考查 一 个 特例 、 即 为 p-adic 域 
Q@ 的 情形 。 利 用 下 一 章 的 定理 可 以 得 到 关于 ph 的 一 些 更 具体 的 
结果 。 


v9. 


第 七 章 ”形式 群 及 其 应 用 


本 章 品 我 们 各 述 Lubia- Tate [9] 中 对 于 局 部 址 的 形式 群 攻 
其 应 用 "， 主要 所 的 在 于 给 出 前 章 存在 定理 (定理 19) 的 另 一 个 证 
明 ， 用 这 种 方法 也 可 同时 得 到 与 基本 映射 p。 有 关 的 一 些 重 要 结 
EN 


$7.1 一 般 的 形式 群 


开 既 先 简单 介绍 一 下 今后 第 要 的 关于 形 式 车 的 知识 。 涯 情 请 
参见 Friblich [4]， 
一 般 地 , 设 R 是 带 1 交换 环 .以 RL[X]] 表示 系数 属于 的 
关于 末 定 元 * 的 形式 客 级 数 
Taxr, eneR 


#0 


全 体 所 构成 的 闯 合 , 它 也 是 交换 环 。 类 似 地 定义 多 个 未 定 元 的 幕 
级 数 环 R[[ 区 ,YY]],R[[X,，Y, 2Z]] 等 ， 如 时 RR[[]] 中 的 宕 
级 数 f(X), gCX》 没 有 常数 项 , 即 1C0) 一 20 一 0, 则 HgCX)) 
也 是 没有 常数 项 的 宕 级 数 ， 将 这 个 以 级 数 记 成 fg: 
(fog NX) = HEX)). 
对 于 这 祥 的 乘法 ,和 是 单位 元 素 。 所 以 如 果 
(je 的 (CD = (go XA) 一 下， 

由 一 后 5 8 一 着 。 窒 级 数 KX) 具有 逆 元 素 六 的 充 要 条 件 
是 和 的 系数 为 忍 中 可 逆 元 素 . 

如 里 RE[X。Y]JJ 中 每 级 数 F(XE。Y) 满足 如 下 诸 条 位 ， 则 


1》 参见 Cassels-Frablich [31， 第 六 章 ，53，、Serre 的 文章 . 文章 中 我 休 治 用 
Serre 的 记号 - 
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从 F(X, ¥) = X + YY med dsgzy 

i) F(F(X, Y), 2) = FX, F(Y, 2)); 

i F(X, Y) = FY, A), 
其 中 门 的 意思 是 :去掉 次 数 宕 2 的 诸 项 之 后 ,等 式 两边 苇 车 级 数 
一 样 . 从 i 可 知 ,关于 的 震级 数 FCX ,0) 具有 逆 元 素 . 在 让 
中 令 了 一 和 一 0， 由 PCF(XK, 中 ,0) 一 RE，0)， 从 瑟 由 上 面 
的 注 记 即 知 

F(X, 0) = Xx. 
再 由 放 ) 得 出 到 0。Y) 一 了 Y， 最 后 得 到 
F(X, Y)=X+Y+ 5 arXiYi, ai= mtR 


he 


如 果 F(X,，Y)，GCX，Y》 均 是 屎 二 的 形式 群 ，KXD) 为 
RLLX]] 中 的 宕 级 数 并 且 1(0) 一 0， 如 果 
F(X, 8) = GUCXY, HCY)), 

便 将 了 叫 作 是 内 亚 到 G 的 同 态 , 并 且 表 示 成 

F656, 
如 果 + 有 可 逆 元 素 广 , 则 六 是 内 G 到 王 的 同 态 。 这 时 将 了 思 
作 从 到 6 的 同 构 ,并 且 记 成 

fFsG. 
我 们 用 Homg(F，G) 表示 从 到 G6 的 同 恋 全 体 。 当 下 一 G 时， 
则 将 Home{F,F) 记 成 Eade(E)， 如 时 f, g € Homa(F, G6)， 
则 由 


. 《四 有 (一 GCC 

定义 的 fg 也 属于 Homa(F, G), 并 且 Homr(F,，G) 对 于 此 
加 法 运算 形成 Abd 群 。 而 Enda(F)》 对 于 这 一 加 法 和 早先 定义 
的 乘法 fog 形成 环 , 其 单位 元 素 是 括 级 数 区 


5 72 形式 群 F(X, Y》 
以 下 与 前 章 一 样 , 令 这 是 局 部 域 , > 为 六 的 完 各 王 规 藏 值 ， 


“be 


by ps 上 一 ofp 
分 别 为 《的 《 即 的 ) 赋值 环 , 极 大 理想 和 剩余 类 践 ， 又 设 有 限 域 
的 元 讲 个 数 为 9, 不 的 乘法 群 如 苑 子 群 U,, x 之 0 定义 为 
Uo 一 一共 单位 群 ,Us, 一 1 十 让 (2 之 1)， 
周 定 克 的 一 个 素 元 <， 以 等. 表示 ov [X]] 中 满足 以 下 两 个 
同 会 式 的 全 部 元 素 共 X) 构成 的 集合 : 
f(X) = < 和 mod deg2, 1(X) = Xe modp. 
其 中 后 一 个 同 余 式 的 意思 是 : HG) 一 Xe 的 所 有 系数 均 届 
二 jh 
引 强 1 设 1(X), g(X) 均 是 $ 中 的 军 级 数 ,而 线 福 型 
十 十 anXn 
芍 系 数 属 闻 5, 则 存在 唯一 的 窟 级 数 
FOX es Kn) EDLLX, + Xol], 


使 得 

下 [Xi Ks) SS aN- Rs mod deg 2» 

HPN os 一 PEK CE》 

证 明 令 Fi 一 aX 十 … 十 asXs。 下面 我 们 归纳 决定 多 
项 式 Pi。F …。Boea[8 No] 使 得 满足 如 下 条 件 ; 
F, = Fo- mod deg ny 
HF(Nss «Xa)) = Flg{R)s eo, gCXo) mod dcgn + 1. 
为 了 证 明 这 是 可 能 的 ,假设 。 之 2， 并且 已 经 定义 了 Fs Fas*……， 
Fas。 对 于 8[，。…… ,Xs] 的 任意 * 次 齐 次 多 项 式 G, 令 
FF 一 Fait G， 

则 FF, 满足 第 一 个 条 件 . 由 1(X) = xX, gCX) 二 aX mod deg2 可 
知 


HF) 一 蕊 Ps- 十 G) = HE.a) 
七 xGmced dgn +t 1, 
FlgCN), ee, gCX)) 一 Polg CA), gCX)) 
十 GCCZD e's gCX,)) 
= Fg(X) ss EX)) 


192， 


+ "GX es Xe)mod degn 十 1。 
从 而 为 了 满足 第 二 条 件 , 其 充 要 条 忻 是 
HP) — FoalgtX), ss gC(X)) 
=xw 1)G mod degn t+ 1, (#) 
由 归纳 假设 知道 左边 三 0 mod deg as。 又 由 于 # 实 2， 从 而 
x 1€ DR), 
因此 车 
HF ) = Foalg(X), +**s BX) )mod p, 
则 存在 唯一 的 # 次 立 次 多 项 式 GE o[X,,.… ,Xs。] 满足 同 余 式 
(*)、 由 于 1(X) 二 KK" modp，2(X) 宇 X?modp， 并 且 4 是 P 的 
景 ,其 中 ?是 了 = ofp 的 特征 ,从 而 
Fa) = FE mod ps 
下 (ECXD， ,BCXa)) 
三 了 (CET RE = FE mod p, 
于 是 F, 二 Fst 十 G 清 足 定义 中 能 条 件 。 这 就 归纳 证 油 了 全 部 
Fa 人 字 1) 的 存在 性 . 
由 于 Fs 一 Fo mod deg r。 从 而 存在 轿 级 数 F(Xi,……, X,) 
Eo[[X，-…, Xo]]， 使 得 对 于 每 个 ”之 1 汐 满 中 
F = F, mod dcg n, 
这 个 显然 满 挟 引 理 中 的 条 件 . 而 且 从 上 夯 的 证 明知 道 G 是 唯一 
碧 定 的 ;从 而 刁 也 是 唯一 的 .事实 上 ，, 基于 同样 的 瀑 由 。 满足 引 理 
条 件 的 F 在 《E[X1，:…， Xs]] 中 也 是 唯一 在 在 的 . 
注 记 在 证 明 上 三 引 理 的 时 候 ， 从 而 在 应 用 于 下 面 的 引 理 2 
和 引 理 3 的 时 候 , 均 不 需要 到 的 赋 重 2 的 完备 性 。 
引 理 2 设 1(X) 是 属 十 胖 . 的 肾 级 数 , 则 在 上 存在 唯一 的 
形式 群 PCX。?) 使 得 
JE) E End,(F). 
证 明 ”根据 引 再 1 可知 存 在 唯一 的 时 级 数 
PCX: Y) € ol[X, Y]] 
满足 
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F(X, Y) 二 站 十 了 rod deg 2， 
HFCX, Y)) 一 FUC), KYYD. 
但 是 PFCY, X)》 也 满足 同样 的 条 件 , 从 而 由 唯一 性 可 知 
F(X, Y) = F(Y, X). 
叉 在 引 理 工 中 令 X) 一 g(X)， 起 性 型 取 为 六 十 了 十 Z。， 则 等 
级 数 F(FCX, 了),Z) 和 FCX, F(Y, 2)) Eo[[X, Y、2Z]] 均 
满足 引 理 1 中 的 条 件 ， 再 由 唯一 性 即 知 
P(FCX, ¥), 2) = F(X, FCY, 2)). 
此 F(X,Y) 是 "上 的 形式 群 , 并 且 f(X)€ End 《FP)}， 由 引 理 
1 证 明 末 昨 的 注 记 , 可知 F(X, 了) 在 *[[X，Y]】 让 也 其 唯 一 
存在 的 ， 
今后 将 引 涅 2 中 的 形式 群 F(X, Y) 写成 
Fi= F(X, Y). 
引 理 3 如 果 人 (X)，g(X》《 SS， 则 对 于 每 个 元 吉 ze 在 
在 唯一 的 吞 级 数 $CX)E o[[X]] 注 足 
fop = $og, HX) = aX mod deg 2 
如 果 将 这 个 8(X) 记 成 [a]pe， 则 
D [Lalne € Hom (Fs, PI), a € 9; 
DD {alr Bibl = [a +t Erg es b ED; 
i) [elrnae[Blgs — Laslysas OXYE Ss ty bED, 
证 明 由 引 理 1 立刻 得 到 $CX) 的 存在 性 和 唯一 性 。 令 
BCX) = {ols 
则 $C(FAXsY)》 和 FxX6(X), $CY)) 均 吓 
HCX, Y¥) = alX + Ymod deg 2, 
HH(X, ¥)) = HCe(X), gCY)) 
的 多 召 ,但 是 由 引 理 1 可 知 解 是 唯一 的 ,从 而 
BFK Y= FAX), PLY, 


即 
{alps = BE Hem, (Fe, FH) 
其 次 , 间 式 两 过 均 清 足 1f2$ 一 og， 并且 
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[alns®B[lolys [a t+ Ble = (a + bX mod deg 2, 
因此 两 者 一 致 。 辣 样 地 证 明 i). 
如 果 FX) 一 g(X)， 我 们 把 [a]sy 简 记 成 [a]y: 
Tal = [elp, a €o, 

由 于 失 X)e 3,， 队 [a]; 的 定 文 即 知 

[z]y = KX). 
此 外 ,由 引 理 3 可 知 “F-> [z]; 给 出 环 的 单 疝 态 " 
0 一 也 nd 。( 下 六。 
“ 在 一 般 情形 下 ,对 于 fCX)，g(X)e 3.， 则 
[1 一 X， [lsy = {I]t, 
也 就 是 说 ,对 于 固定 的 案 元 *。 对 应 于 1(X》 等 的 形式 群 PCX， 
了 Y) 彼此 是 o- 同 构 的 。 下 面 再 考查 对 于 不 中 不 同 的 素 元 = 和 m”， 
对 应 于 fe 3。 的 形式 群 Fi(X，Y) 和 对 应 于 8(X)e 3 的 形式 
群 Fe(X。y) 之 间 的 关系 ， 

以 下 仍 设 K 二 是 克 的 极 大 不 分 歧 扩 城 , 民 是 天 的 完备 化 ， 
sx 和 og 分别 是 XK 和民 的 贼 估 环 , 『P 是 KK/ 友 的 Froben;us 自 同 构 ， 
Pp 到 四 上 的 扩充 仍 记 为 p。 如果 w(X) 是 akf[X]] 或 者 ogfLX]] 
中 的 宪 级 数 ， 我 们 以 w"(X) 表示 w(X) 的 诸 系数 “ 改 成 p(o) 
(=-oz) 之 后 所 得 到 的 智 级 数 ， 

引 理 4 假设 AKCX)eo[[X]]， 并 且 h(X) 具有 前 节 意义 下 
的 送 元 索 , 则 存在 赛 级 数 wo(X)e eg[fXI]， 使 得 o(X) 可 着 并 
有 满足 


wr 一 woh, 
证 明 我们 证 明 在 ox[X] 中 存在 多 项 式 序列 {ws}w>， 使 
得 
wn wrnmod degn t+ 1, 
oo = onok mod dgnt 1 #1 
如 时 可 以 证 明 这 件 事 , 取 ws 空 1) 的 极限 ， 则 所 第 一 条 件 给 出 


认 如 杂 大 的 特征 是 9, 则 这 个 映 财 也 是 满 条 ， 参见 Prahlich [条 ， 第 四 音 ， 
105。 


og[[X]] 中 知 级 数 w(X)。 四 由 第 二 条 件 给 由 wr? 一 woh。 
由 于 #1e ol[X]]， 可 知 
R(X) = wuX mod deg2, nwE UC EU(R)., 
中 UC) 和 UU(K) 分 别 是 4 和 站 的 单位 群 ， 由 54.2, 定理 2 
] 知 存在 饼 EU(K) 使 得 


| 


#891, 
取 
ol(X) = bX, 


出 
wf (X) 一 EPR = EK = mop(X)mod deg 2, 
现在 归纳 假设 wo，-…， wn- (n 之 2) 满足 条 件 ， 则 存在 适当 的 
a€ ng， 使 得 
Ww = 00h + eX" mod degn ft 1, 
对 于 vx 中 任意 元 素 $。, 令 
on 一 Wat 十 号 

则 显然 wr 三 on-:mod degz， 并 且 

0 03 fF SDR no Eaur N+ mod degm 十 1 

waoh -= tor10h + Fah" = om io + Sut Xr mod degn fF 1 
所 以 ,为 了 得 到 oo 二 oo med degz 十 1， 只 需要 有 

Gt = Su” 

即 可 、 令 9 一 61" 由 于 x 一 591 可知 上 面 关于 的 等 式 等 
价 于 


一 
但 是 右边 为 og 中 已 知 元 素 , 再 由 $ 4.2、 定理 2 即 知 存在 36 oz 满 
足 上 式 , 于 是 定义 #1 一 路 ?， 则 ws 一 an- 十 54 X" 满足 
wn = Wr mod degn 

和 .2 三 wnoh mod dcgz 十 1。 这 就 证 明了 {ws}o>, 的 存在 性 。 
令 。 是 wo" 的 极限 , 则 如 上 所 述 便 有 or 一 coh， 由 于 

w= — HX mod deg2, nu€ UR), 
所 以 存在 逆 元 素 we or[[X]]。 这 就 证 明了 引 理 。 
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设 =*, 均 是 天 的 素 元 , 则 
x = ur, EU, 
对 于 军 级 数 je S-， 由 引 理 3 知道 [dg] 产 一 [Joe 从 而 
LeTy 在 of[X]] 中 存在 逆 元 素 , 再 由 引 理 4 即 知 存在 
wo(X) € oaL [XI 
满足 on 一 wo[w]j， 并 且 w(X) 具有 逆 元 素 mw ， 一 般 地 ,对 于 
任意 震级 数 F(X ，……，,X) € ogf[X1， …，Xo]]， 定 义 宕 级 数 
FeCE -eos Ka) 一 oF Co KR), 0 Ks))), 
则 有 如 下 的 引 理 。 
引 理 5 令 g 一 [mw]7, 则 gCX)E3w 并 且 
Fe 一 FF， [als= {el?, aco. 
证 明 根据 定义 豆 知 [sl = oo[eloob 注意 [e]; 是 
3[[X]] 中 的 短 级 数 ,因此 
[a]?)" = wrof el oD? = wolulyolalye [ul om 
= wolalyo0 = [al?. 
从 而 由 $4.2, 定理 2 即 知 [a/]*€ of[X]1]。 又 显然 有 
[a]? = [ejy=aXmod deg2, 4a€o, 
特别 取 a 二 x， 则 
g = Ex] Eol[X]], g(X) x Xmod deg2, 
另 一 方面 ，Frobenin。 自 同 构 P 诱 导出 剩余 类 域 fx = fx 一 og /pr 
上 的 自 同 构 “上 > sr*， 其 中 4 为伍 的 特征 的 蹇 ,从 而 
woX 一 09(X4) = oR) mod pr, 
再 注意 [<] 一 [#]yo[x]y, [x]; 一 Xe modp。 因 此 


g =— oofejjo[z]yoorl = oorofz]yoor = oreo 


1 
= wim ! = X mod pre. 
即 8 三 Xr?modp。 从 而 &ES-。 进 而 ， 
CF9)? 一 oroF sor) ED (om CY)) 
一 wofule F(Tulr om CX), [ulr'ow CY)) 
一 ooPi(o (X), oF)) = FY. 
这 里 用 到 了 [w];€ End,(F,)。 再 注意 到 
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sg[[X, Y]] 一 (oz[[IX]])LIY]]， 
由 上 4.2 定理 2 即 知 下 Go[[X， 7 了 ]]. 出 [<])iEEndqo(E)) 不 难 
得 到 g 一 [x]?€ End,(P?)， 这 就 这 明了 Fs 一 7?。 最 后 由 
[a 

可 知 
a]fog = go[a]?, a€o, 
下 于 Eg]? € olLX]] ,LeJ? 二 aX mod deg2， 再 由 定义 邯 短 
[La]? = Eels, 

从 上 面 的 引 洗 以 及 早先 的 注 记 怠 知 ， 对 于 任意 的 f€ 尘 .> 
8ESw《 那 使 在 x 二 x 的 时 候 )，Fy(X，Y》 和 FakX，Y) 作 
为 叹 上 苑 形式 群 是 同 构 的 。 


$73 Abel 扩 域 io. 


如 前 章 一 样 , 取 总 为 下 的 代数 闭 包 ， 豆 是 0 的 完备 化 ， 为 简 
总 起 见 ,今后 用 m 表示 总 对 于 赋值 & 的 极 大 理 租 pa; 
m= p= {et Bla(m = 0}, 
固定 和 的 素 元 了 为 $。 中 一 个 宪 级 数 到 X), 则 形式 群 F(X,，Y) 
属 十 of[X, Y]]， 由 于 2 是 完备 的 , 可 知 对 于 任意 元 素 4， 8 € m， 
Fles 8) 在 4 中 收 误 。 又 因为 FC0, 人 ) 一 0, 从 而 Fjle,8) 也 
属 二 m， 我 们 令 


otf = Fa, A), 
愉 形 式 群 的 定义 可 知 m 对 于 这 一 加 法 运算 形成 Ab 群 。 以 后 
将 此 群 记 成 m:， 由 于 F(X，0) 一 X 可 知 0 是 my 中 堆 元 素 . 
进而 ,出 于 [a]; End (FD， 
[Laat8) = [Lalo) + Ls]l8), «, BE ny, 
从 而 型 


OX mm 
(a Xa) > [ali(o) 
使 m 成 为 o- 模 (参见 引 理 3 的 i) 和 证 ))。 今 后 在 不 发 生 混 消 


“logs 


DY am 


的 时 候 , 我 们 将 [a];(e) 销 记 为 a: a 

对 于 每 个 a 之 0, 令 

E7= {at np eo 0 = {latmlr: :a 
= [x] = 0). 
《注意 亚 一 ox"),， 显然 好 是 my 的 " 子 宽 , 并 且 
0=E SECCE EESm, 
从 而 
E= (EE? 


a 
也 是 mi 的 "- 子 模 , 它 显然 是 和 烧 mj 的 扭 (tersion》 子 模 。 
如 果 z(X) 为 3。 中 另 一 个 罕 级 数 , 则 
[ilpo: Fa Ss Fis Lelps € Hom (Paes Fi), a€o, 
从 而 由 
[1]pz: ms Sm 
er> [1]rekoy 
给 出 从 ms 到 mi 的 -网 构 ， 并 且 由 此 同 构 可 知 
[lJns(E2) 一 EY, [llpelED) ~ El, n> 0, 
根据 定义 可 知 今 。 中 包含 多 项 式 
gCX) = XI 十 KE 
现 夺 我 们 来 研究 对 于 这 个 gCX) 的 "- 模 Ez。 对 于 每 个 # 袍 0。 
将 g(X) 证 葬 » 次 的 雏 积 认为 
EX 一 Bogo pog(XD)。 


由 定义 可 知 
Be(X) —X, 
ED 一 gg-oCD) — Ceo + eHX), 
nl1, 


因此 当 m1 时 车 令 
HK) 一 OCX 十 ms 
则 ge (XDAe(X)EoiR] 并 豆 显 然 有 
BR) = RL et aN = XN cdps 


"le 


BOCX) 一 Xe 十 十 ar9X9 十 杰 
Xerooimodp。 

gCK) = AOR ER) ADCX7X。 
特别 地 ， A(X) 人 关 1D) 是 (9 一 1)4" 次 的 Eisenstein 多 项 
式 , 因 此 在 [X] 中 不 可 约 。 如 果 名 的 特征 为 ?, 则 4 为 2 的 短 ， 
这 时 导 函 数 d4"dXxX 中 X? 的 系数 ax ?Cg 一 1) 不 为 零 。 
所 以 在 任何 情形 下 h**(X) 均 是 可 分 的 不 可 约 多 项 式 . 而 8"(X) 
是 次 数 想 异 的 不 可 约 多 项 式 之 积 , 从 而 也 是 于 [X] 中 可 分 多 项 式 ， 
因此 它 在 多 的 代数 闭 包 2 中 恰好 有 9” 个 不 同 的 根 ， 由 于 
[fs]s = 8, [zl]e = {xleo-- -olr]s — gCX), 
从 而 由 定义 即 知 


一 {cemelge(a) 一 人. 
如 果 a€ 9 或 者 a€ 0 使 得 g(a) 一 0， 则 由 

2g"(X) = Xe modp 
可 知 we p5 一 nz。 因 此 

一 tecealgwe) = 0}. 《D 
换 句 话说 ，E? 由 go(X)》 在 9 中 的 全 部 根 所 组 成 的 集合 根据 
上 而 所 述 , 它 恰好 是 由 4" 个 元 素 组 成 的 o- 模 , 

现在 考虑 一 般 的 f(X)€ 3。。 假 设 f, 8 均 属 于 3., 在 "- 同 
构 [lJsg: ms 忌 my 之 下 我 们 有 [1]ps(E3) 一 E?, 因此 由 .上 面 
所 述 可 知 对 于 一 般 的 HX) 来 说 ，E? 均 是 由 4” 个 元 素 组 成 的 
0- 模 ， 从 而 当 4 守 1 时 ，EF E+ 如果 取 定 一 个 元 素 
a€ E? 一 到 -+ 


并 且 定 义 o- 模 同 态 

o> Fi, 4HF>e cy 
由 于 pe = 0, p"- 关 0， 从 而 这 个 同 态 的 核 是 Pp， 因为 。 中 
非 零 理想 均 是 p 的 宕 Po 之 0)， 并 且 [o; p"] 一 名 ， 从 而 上 面 
的 同 态 诱导 出 o- 模 同 构 

ofp" ~ EF. (C2) 
对 于 每 个 ee "定义 "- 模 E?(n 之 0) 的 向 同 态 


“lio" 


Lal: Er Er, 
然后 由 > fa]) 每 到 环 同 态 
0 一 End (E?), 
3I 理 6 ”上面 的 映射 诱导 出 自然 同 构 
afp SS End. (E?), UIU, Au(E?), 
其 中 Aut(》 是 局 的 ?- 自 同 构 群 . 
证 明 上 面 给 出 了 o- 模 同 构 E? 沪 ofp"(n 之 1)。 然 后 再 由 
环 同 态 "一 End ,(E? ) 郧 得 到 环 同 构 ofpr 学 End (B37)。 这 对 
于 # 一 了 ,有 妃 一 0 的 情形 忆 是 对 的 。 如 果 将 有 限 环 op” 的 东 
法 群 等 同 于 U/U。。 又 由 于 End ,(B7) 的 绕 法 群 是 Aut ,(E?》， 
就 得 到 引 理 中 第 二 个 敢 法 群 的 同 构 . 
注 记 我 们 一 开始 定义 的 o- 模 同 构 ofp" 抢 E7 依赖 于 元 索 
0€ EF? 一 E97 的 选取 方式 ， 但 是 上 一 引 理 的 同 构 均 是 自然 的 同 
以 ， 


如 上 令 1(X) 为 5。 中 性 意 窒 级 数 ， 由 定义 知道 下 SmS 
丈 太 而 《7) 是 D1% 的 中 间 域 .特别 对 于 8(X) 一 和? 二， 
由 (有 D 式 可 知 以?) 是 可 分 多 项 式 gCX) 在 上 的 分 裂 域 ,于 
是 刀 2)/ 为 有 限 Galois 扩张 。 从 而 *(E3) 也 是 局 部 域 .由 
于 [llnz《X) 是 o[[X]] 中 的 短 级 数 ,如果 4。 属于 局 部 域 KE2》 
的 爱 大 理想 , 则 [insfe) 在 《E32) 中 收敛 。 因 此 
E? = [llye(E2)CR(E?), ACKCE?) CSACE:), 
以 而 例外 )》 世 是 局 部 域 。 从 而 又 与 上 面 同样 好 得 到 
Ei ioABI SUE), ACAE?)CAE?), 
从 而 
ACEF) = ROE2Y, 
换 句 话说 ， 歼 于 5 中 每 个 KX》， 《好 ) 是 同 -- 个 域 ， 今 后 海 
这 个 域 记 成 总: 
A = ACEF), f€F., na 0. 
特别 有 
如 二 0) 一 


9 1。 


设 ”是 下 的 另 一 个 素 元 , 则 
下 一 At #€U, 
如 果 天 一 fr， 而 ?是 天 /4 的 Frobenivs 自 同 构 , 则 由 引 理 4 和 
5 可 知 存在 军 级 数 w(X)e sgf[X]] 使 得 


wr 一 wofalf. 


由 于 
FX) = [#1]? (4) € Fwy 
并 且 对 于 每 个 ee o， 
[Lalr = [a]? = os[e]foc 
从 而 由 E? 和 本 的 定义 有 
FE% 一 olE?). 《3) 
设 工 , 天 分 别 为 工 一 起 K 和 二 如 民 的 完备 化 . 由 引 理 5， 
6 可 知 工 各 二 分 别 是 恕 ， 和 如 , 的 极 大 不 分 歧 扩 域 ,并 且 
T= R= RE), L’=— kK 人 RCE;), 
由 于 wlX) 在 og[[X]] 中 有 逆 元 案 , 由 (3) 式 即 知 
LLi, 
再 由 $4.3, 引 理 6 的 系 可 知 
L=IN9,= Ena 一 并 
换 名 话说 ,如 果 令 


M? 一 akur = KK, 
则 M" 只 依赖 于 = 而 与 素 元 * 无关， 由 以 上 即 知 
M" =— (Ke)w. 
设 g' 为 Mo/ 起 的 Frobenins 自 同 构 ,并 且 将 mr 到 对" 的 完备 
化 新 * 上 的 扩充 仍 记 为 ww， 我 们 马上 就 要 证 明 起 /完全 分 野 ， 
即 起 站 4 一 大 由 此 可 知 
pIK—p, plRK=- 9p. 
从 而 对 于 每 个 元 素 xc E7， 令 wf 一 wle)& E?， 则 e 和 ew 均 属 
于 M"， 并 且 wife) 一 m。 从 而 得 到 
(or 一 war) 一 of(o) 一 op[xe]i(o)。 (4) 
定理 1 设 x 为 局 部 域 《 的 任意 素 元 , # 之 1 为 自然 数 ， 驴 


112. 


和 M? 一 恕 kr 定义 如 上 ，, 则 起 / 是 有 限 完 全 分 歧 Abel 扩张 ， 
从 而 M"/ 也 是 Abel 扩张 。 并 且 
[a: = [M": ev] 一 (9 一 1)9 
NGIR) = (x) XU 
NC(M"/R) = NU(M"/R = NU = Us, 
证 明 令 8(X) 一 和 7 十 <， 如 上 定义 gCX) 和 "(CX)。 
取 ee BE3 一 E21!, 再 令 
=), KEKCR 一 KC(E2). 
由 于 g(a) 二 0，g” ve) Se 0， 从 而 4 是 W(X) 的 根 , 但 是 
4oX《X) 是 六 [X] 中 《4 一 1)4** 次 不 可 约 多 项 式 并 且 常 数 项 是 
x， 从 而 
{9 — 4" = [RsR] < [RR], 
= We 一 中， (5) 
由 51.3， 定 理 3 的 系 即 知 盛 / 完全 分 歧 并 县 土 a 是 的 素 
元 ， 而 前 面 已 经 证 明了 总 = 《E232》 是 的 有 限 Galois 扩 域 . 
男 一 方面 ，Fs(X,，Y》 和 [a]s(X)(a€ 0) 均 是 系数 属于 。 的 者 
级 数 ,从 而 对 于 每 个 元 素 ce Gal( 恕 /) 和 8，,7Y& Es 均 有 
Fi(B", 7") 一 Peakg 7), a 8 = (a. B)', 
由 于 2 为 g(X) 的 根 集合 ,从 而 oCE2) 一 BE2， 所 以 o 诱导 出 
o- 模 E? 的 自 同 构 o, 而 o> o 定义 出 同 态 
Gal(ks /Rk) 一 Ant (ES). 
但 是 如 一 《BE)， 从 而 这 个 周 态 是 单 射 ， 于 是 由 引 理 6 可 知 
[A :Rk] 一 [GAR OD:1] & [Aut (E3):1] 
= LV:0,] = (4 一 1)9 
从 而 再 由 (5) 便 得 到 
她 二胡 [站 ] 一 《9 一 14 EC AD) 
Gal(kE fk) SS Aut (Es )S UIU,, 
从 而 恕 1 是 完全 分 歧 的 Abd 扩张 。 
其 次 对 于 任意 元 素 we U:， 则 x 一 x4 也 是 的 案 元 , 则 本 
定理 之 前 而 所 述 结果 对 于 x' 和 上 一 是 适用 的 ， 由 :的 定义 可 
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知 
#1 十 x mm。 
而 对 于 任意 元 素 86 E?， 则 有 
[as(p) 一 [1 二 ze(9) 一 8xz 8 
由 于 PE E23, x€Ep*"， 从 而 + 8 一 0。 于 是 [wjs(8) 一 8。 但 是 
上 面包 经 证 明了 恕 访 是 完全 分 歧 的 ,从 而 由 (4) 式 可 知 
ap)” 一 oo[z]e(p) 一 ol8), 
由 于 9%' 是 Mf 如 的 Frobenius 自 同 构 , 从 而 由 上 曾 等 式 可 知 
afp8)e Ke. 


此 
再 2 = o(E2)SEt, 公民 本。 
但 是 我 们 已 经 证 明了 
[Rs] = [WR] = (9 — 1)4"!, ww € N(ks/k), 

从 而 得 到 

= NOR NR), 
由 一 ww 和 rEN(k/) 又 得 到 wE N(hr/k)、 但 是 x 为 U， 
中 任意 元 素 , 从 而 

USENG /OD, 

二 是 

《r》X UENGEIO. 《9) 
又 由 于 如 = 二 《x》X 如 ,从 而 
[sry Xx UT = [VU:U,] = (4 — 1)9"™, 
另 一 方面 ,对 于 Abd 扩张 恕 /K 有 基本 等 式 
[NG /RE)] = [Lk] = (9 — Dat 
以 而 由 (6) 式 即 知 


NGC/ 人 = hx) X To 
于 是 得 到 
NU = UU,, 
次 为 M* 二 起 K， 由 $4.3, 引 理 5 可 知 
NM"/RO) — NUCM"/R) 一 NU OD = Us, 


ld. 


这 就 完全 证 明了 定理 .。 
根据 上 述 定理 ， 对 于 Aba 扩张 Mn"/ 有 NCM*/) = UU，。 
企 是 全 部 Usln 之 1) 的 交集 合 为 {让 ， 从 而 
N(R) = 1, 
这 又 给 出 85,3, 定理 2 的 另 一 个 证 明 . 而 我 们 已 经 说 过 ， 这 个 
$5.3, 定理 2 如 存在 定理 ($ 6.3, 定理 10) 本 质 上 是 等 价 的 。 
NOM = Us, 
是 由 NE 经 成 )》 一 U。 得 到 的 。 而 在 证 明 后 者 和 的 时 候 , 除了 形式 
群 的 有 关 结 果 之 外 ,对 于 Abd 扩张 起 虑 的 基本 等 式 也 是 重要 
的 。 我们 在 55.1 节 末尾 涪 过 , 基本 等 式 可 以 从 $5.1 中 对 于 有 限 
Abel 扩张 所 作 的 研究 直接 推导 出 来 。 还 参见 复 五 章 末尾 的 注 记 . 
注 记 在 证 明定 理 1 的 过 程 中 得 到 同 构 Gal(& /从 注 UU,， 
关于 这 个 同 构 我 们 在 定理 2 中 再 作 进 一 步 的 说 明 . 
定理 2 设 < 是 局 部 域 & 的 素 元 ， 大 2 为 $4. 中 任意 守 级 
数 ， 令 pk 为 允 的 基本 映射 ，54 是 $ 5.3 中 的 拓扑 同 构 。 则 对 于 
每 个 xE (4 的 单位 群 ) 和 ce Br。 均 有 
Pel) (oe) 一 [ea， lo) 一 [elfKa)。 
证 明 令 w= xx。 与 证 明定 理 1 一 样 地 ， 由 引 理 4 和 5 可 
其 在 在 答 级 数 o《X) ox[[X]] 使 得 we 一 we[z]f， 于 是 
Es = wtE?), F(X) = [rrCX), 
汝 此 车 ce E7, 则 oa' 一 ola)€ 下。 又 令 
o— pA $= pele), 
$b pate) — pir)prtt) = po = ob, 
申 定 理 1 知道 xE N( 起 / 旭 ， 从 而 由 $6.2, 定理 5,i 可 知 
paz) lt = 1 sD. 
但 是 当 = 充分 大 时 , Ei 中 元 < 均 属于 不 一 浆 E7),， 从 而 
ot = $e) = cc 
同样 好 ar 一 g(a 二 a 从 而 
or 0) — a. 
及 由 于 几 | 六 一 于 | 关 一 9， 从 而 5K 扩充 成 完备 化 天 的 自 同 


= 115。 


构 4 一 有 )。， 从 而 由 w = ofe) 及 上 述 等 式 得 到 
we) = oa) 一 or(er) = or(o) 
= wofu]s(e'). 
但 是 中 具有 逆 元 素 w-!。 于 是 
«= [u](e"). 
从 而 得 到 
ol@) = = [lle), we Ej, 
再 由 84(w) 一 px(w”*) 即 证 明了 定理 2。 
由 定理 1 可知 N(R /和 一 《x》X Us， 再 由 $ 6.3, 定理 7 又 
知 克 的 基本 映射 pk 诱导 出 同 构 
pen: RAINEIR) = UU SGACRE /DD, 
其 由 下 一 起 。 又 由 于 NU(CM"/R) 一 VU,， 于 是 由 $5.3 可知 6 
诱导 出 同 梅 


UIU,SGACM" /ks). 
由 于 如 人 完全 分 歧 , 即 她 站 ie 一 《从 而 
Gal(M"/ hy) 一 Ga 外 1 人。 
因此 5 也 定义 出 
UlU, SS Ga(k /OD. 
由 定理 2 可 知 ， 这 个 同 构 是 w med U, > a， 其 中 对 于 每 个 ce 
了 


ofo) = [wjio)。 
将 此 与 定理 1 证 明 中 所 得 到 的 疗 构 定义 

GalGx yj 3 UV, 
相 比 较 , 可 知 这 两 个 同 构 是 互 逆 的 。 

定理 3 对 于 Abd 扩张 如 /大 ， 根 据 $1.4 所 述 方式 定义 
Galois 群 G 一 Gal( 妈 /) 的 子 群 G,(i 之 0), 而 令 
pe: UfUnSGACREID 
是 上 述 同 构 陕 射 , 又 令 4 一 1 之 i 才 g 站 一 1,0 志 m< 之 wn， 则 
G 一 pt/ = Gal(ke /kr), 

又 若 4 则 Gi=1。 


“6s 


证 明 如 定理 1 证明 中 所 述 , 如 果 aE Ef 一 E32"*， 则 0 为 
如 中 素 元 六 昌 起 二 Ke)， 取 weEUs 一 Unns 0 扫 ai 到 na 部 
和 一 了 十 xxEpm 一 四 让 

又 如 

go— puri mod Us), = Lr]i(o) 一 zcs 
风 由 上 定理 及 $7.1 的 注 记 可 知 

ola) = [xz]s(e) 一 [1 + x]e(o) 

一 az ee 一 Fefas 0) 


=ete t+ Deei, 一 二 3 


iil 


设 江 为 多 二 怒 中 正规 虐 值 ,由 于 mE Es Cmz 几 总， 从 而 
va) > 1 
于 是 由 上 面 等 式 可 知 
(oo) 一 四 一 Ye. 
届 一 方面 ,市 x€ 产 一 p"t 和 所 构 (2): ofp" 仿 E28 一 oa 可 知 
p00 从 而 
一 
因此 庄 定 理 1 的 证 骨 可 知 % 是 如 -” 的 素 元 。 但 是 可 /如 ”是 
4 次 完全 分 歧 扩 张 ,因此 对 于 心 -” 的 素 元 x 有 v9) 一 有 时 
sak) 一 加 一 入 
由 久 们 写 0) 的 定义 可 知 当 swEUsn 一 Um 和 mm 过 4) 时 
pr mod DE GD Si < 9"), 
prihlu mod U,) & Ga™, 
由 此 不 难得 到 , 当 gq 一 1<i 必 g” 一 1 所 mm < 捞 n) 时 
G. = pea(Us/U,). 
其 次 设 oE Gi 了 守 9g 和 如果 0 = pvitxmodU,), w€U， 则 
由 上 述 结果 可 知 必然 n& DU,。 从 而 56 二 1， 于 是 当 i 之 gq， 时 
Gi 一 1， 最 后 由 定理 1 即 知 prixCDnjUs) 一 Gu AT 
定理 3 可 以 锥 广 到 万 为 下 的 任意 有 限 Abel 扩 域 的 情形 。 设 
号 一 Ga 人 (cy ， 刚 可 以 姑 体 址 给 出 $14 中 定义 的 6 节 子 群 序列 
,7 ， 


Gi(i 之 9) 和 用 定理 1 中 M" 所 定义 的 另 一 子 群 序列 

Gi= GRIKNM), j> 0, 
之 间 的 关系 《Herbrand 定理 )。 本 书 不 包含 这 个 定理 ， 因 为 它 需 
要 关于 局 部 域 的 共 斩 差 积 与 分 歧 群 的 精密 结果 , 详 见 Artin [1] 或 
省 Serre [1]， 

又 设 * 是 局 部 域 中 的 素 元 , HX)E 信 .由 于 
EEE?, kr = Xk(E?), 

从 而 

二 好 CCCEE..…C0, 
从 而 所 有 总 (n 之 0) 之 并 也 是 多 的 Abd 扩 域 : 

t= URE), KChkEk, 


人 
由 于 NG /人 一 《x》X U。， 从 而 得 到 
NAD 一 《>。 
定理 4 设 px: 们 一 Gal(ks/) 是 区 的 基本 映射 ， 则 态 与 
和 中 的 全 体 px(w) -不 变 元 素 是 一 致 的 .从 而 由 $4.3, 引 理 7 可 知 
Kn NR = RKorks — ks. 
证 明 令 由 一 pt(=)。 并 且 以 Ps 表示 bs 中 少 不 变 元 素 
全 体形 成 的 子 域 〈$ 6.1)， 由 于 xENCE/ 旭 ， 从 而 由 $6.3, 定 
理 7 可知 ptr)e Gal(ks/ 可)。 从 而 对 于 每 个 a 之 0 均 有 
由 | 如 一 Pt | 经 一 1 
于 是 $l 一 1， 从 而 于 二 Ps。 反 之 ;如果 ACE 克 EFo，[ 太 :人 到 
十 co， 则 由 一 1 由 一 px(w)， 再 由 $6.3, 定理 7 可 知 
xENCKID, 


从 而 
ROCK/ 人 一 sy X NUCKIO., 
由 于 NUCK/) 是 UV 一 U8) 的 开 子 群 ， 而 {Us}swe 形成 品 中 
1 的 基本 邻 域 系 ， 从 而 当 * 充分 大 时 我 们 有 DZ,SNVCK/t， 因 
此 对 于 这 样 的 ”， 我们 有 
NO 人 一 人 re》 X UENCKID, 
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从 而 由 $5.3， 定理 8 有 

三 三 下 三 可 王 
这 对 于 上 述 每 个 如 均 成 立 , 于 是 得 到 FSh。 从 而 和 二 Fs. 直 
此 及 $4.3, 引 理 7 即 得 定理 后 一 半 。 

注 记 下 面 是 证 明 一 Fs 的 另 一 种 方法 ,虽然 本 质 上 与 前 
一 证 明 是 相同 的 ， 根 据 §6.3 序 述 ,多 的 所 有 有 限 Abd 拉 域 太 和 
的 所 有 指数 有 限 的 闭 子 群 太 之 间 是 一 一 对 应 的 : 

4H- NID. 
这 可 以 扩充 成 的 序 有 Ahel 扩 球 与 起 的 所 有 闭 子 群 之 疗 间 样 
的 一 一 对 应 。 另 一 方面 。 从 x EE NCF/ 介 ,KF 一 区 。 容易 得 出 
N(FWf 和 ) 二 《xy。 从而 NG) 一 NCPsliD) 一 《xz》， 由 此 得 到 
EL Fy 

计 于 好 二 《z》X DU， 从 而 基本 映射 pt: 们 一 Gal(hsj 和 由 

ox(#) 和 pikw) tu& D) 所 完全 决定 ， 又 由 定理 4 知道 

元 一 Ree 
从 而 Pt) 出 piC) 1 和 et( 轨 | 所 完全 决定 .但 是 由 46.2， 
定理 $ 和 上 面 的 定理 4 知道 

pt) Kw 一 Ar/ 的 Frobenius 自 阅 构 pin) lr 一 1。 同 
柑 邮 ，ptKaKCee 可 也 由 pt(e)iK 和 Po1K。 所 完全 决定 ,而 

PC) 一 BCD [ker = 1 
另 一 方面 :okfe) 在 划一 处 瑟 ) 上 的 作用 , 即 mw) 在 E; 上 的 作 
必 按 照 定理 2 是 . 
PA (oa) = [ef a€ Es 
换 旬 话说 , 如 果 知 道 了 需 级 数 [ux]j(X),w€ U， 则 通过 定理 2 和 
定理 4 可 以 将 大 的 基本 映 诗 的 意思 具体 地 写 出 来 。 下 一 章 我 们 对 
于 《= QQ, 的 情形 作 更 详细 的 说 明 。 


EE 


第 八 章 局 部 分 贺 域 


局 部 分 名 域 是 启 部 域 中 最 简单 也 是 最 典型 的 例子 。 本 章 首 先 
办 前 章 的 绪 果 区 明 局 部 分 贺 域 的 基本 性 质 ， 然 后 给 出 范 测 余 符 号 
的 一 般 定义 ,特别 地 对 于 局 部 分 回 域 证 时 Artin-Hasse 公式 。 关于 
局 部 分 圆 域 还 有 革履 一 些 有 趣味 的 结果 ， 但 是 我 们 在 这 里 对 于 局 
部 分 贺 域 这 一 特别 情形 作 具 体 芳 查 ， 其 着眼 点 主要 还 是 为 了 对 于 
一 般 至 论 有 更 深入 艾 湿 解 


$81 局 部 分 圆 域 


一 般 地 ， 计 任意 域 上 添加 所有 ” 次 单位 报 而 得 到 的 域 弄 作 
上 的 a- 分 昭 域 ， 热 知 这 是 F 的 有 限 Abdl 扩 域 。 以 下 对 于 任 
意 素数 ?和 自然 数 # 考查 p-adic 数 域 Q。 上 的 "~ 分 联 域 。 这 种 
域 通 营 叫 作 局 部 分 罚 域 .由 于 Q， 是 局 部 域 ,从 而 局 部 分 图 域 是 
局 部 域 的 让 良 Abe, 扩 域 的 例子 ， 今 后 我 们 天 定 Q。 的 一 个 代数 
财 包 0， 对 于 任意 # > 1， 以 币 。 表 示 包 售 在 口中 的 9 次 单位 


根 全 体 : 


Ws— {5€ Ql = 1}. 
由 于 2 是 特征 为 零 的 代数 封闭 域 , 从 而 王 。 是 # 阶 循环 乘法 群 ,以 
下 用 
Ca 一 Co) 
表示 K 包 促 在 口中 的 ) Q, 的 = 分 加 域 
前 章 狠 述 的 形式 群 一 般 理 论 中 取 
克 二 Qe z=p, 
多 的 汕 余 类 域 为 Z/ p25 = Z/pZ， 共 有 个 元 素 , 从 而 9 一 Pp. 
因此 


“ao 


HX) = (KX+1Y—1=X + PR + +p 
属于 $7.2 中 的 多 的 一 空 o， 令 
FKX,7) 一 (二 DY 二 TD 一 1 
则 直 翅 可 得 出 
{FCOX, Y)) 一 了 (JCY))， 

从 而 由 2 中 的 定义 可 知 一 Fj,， 即 

FAX, FY = CX+1NY+1)—1=X+7+ XY, 
又 对 于 任意 的 a€ Zo， 令 


WO Ar 1 (ee, 


和 1 
(“=< DCe— mt+1), 
二 mp! 
区 

fe$e= perf, PAXY = aXmod dg2, 
再 电 定 义 4 72, 引 理 3) 可 知 p(X) 一 [zy， 即 得 到 


[el = (CX+1Y 1 > ()r, ac 万 ， 


2 
由 了 一 [zj = {pj 得 出 
FX) = LP IR) TK + D1, 
与 573 的 2, gLX) 一 X 十 rwX 的 情形 一 样 , 令 
Er = {ot Qf) = = rege ty 
=1} ~ {8— te we}. 
从而 根据 3 7.3 的 一 般 定义 ， 在 这 种 情形 下 , 太 的 有 限 Abel 扩 域 
如 一 走马 3) 为 
= OB) = (We) = Ere, 
愉 而 局 部 分 圆 域 Co* 即 是 $7.3 中 好 的 特殊 情形 ， @ 的 单位 
群 = U(Qs) 的 子 群 0,, i 之 0 定义 为 
Uo—U, Ui~=11+P2r, i>1, 
从 而 由 57.3, 定理 1 得 到 如 下 续 果 : 
定理 1 局 部 分 圆 域 Cpr 一 QCWsr)，n 守 1 是 Qo 的 有 


= 121， 


限 完 全 分 野 Abel 扩 域 ,并 且 

[Co:Q1] 一 人 一 Di 

N(Cs7/ Qo) 一 (px Us. 
从 而 Q; 的 基本 上 映射 p;QY 一 Gal((Qo)w/Qs) 诱导 出 同 构 

QE/INCCp"/ Qs) = UfU, S GA(Cp"/ Q»). 
以 上 是 从 $ 7.3 的 定理 1 直接 推导 出 上 述 定理 ,但 是 也 不 难 直 

接 证 明 ， 即 不 依赖 于 形式 群 理论 证 明 出 来 ， 其 方法 说 明 如 下 : 如 
$4.1 所 述 , 设 8 是 @ 的 代数 闭 包 48 的 完备 化 ，Qs 的 正规 赋 
值 即 p-adic 赋值 vo 到 如 有 唯一 的 扩充 ,对 于 8 中 元 素 5 
可 以 定义 p-adic 指数 函数 和 p-adic 对 数 函 数 

exp(E) = 3) Lg, 


50 #1 


bg t+) PD EDT g, 


热 知 右 边 夭 级 娄 分 别 当 EC8) > 二 和 下 胎 > 0 时 丰 如 中 
收敛 ,并 且 满 尼 
exp(E 十 bE) 一 exp(E)exp(E2)， 


log (Cl + El + b)) = log(l + &) 
+ log(1 + E), 


并 且 在 区 9 > 地 上 二 的 时 候 ， 


Bexp(E) — 1) 一 KB， log (exp(6)) —§, 
Flog(1 十 3) — A(E), expllog(l + 5)) =1+E. 
进而 ,如 果 $ 是 Q。 的 有 限 扩 域 中 的 元 素 ,由 于 不 是 完备 域 , 从 
而 exp(8)》 和 log(! 十 和 也 属于 特别 对 于 @,, ?之 2， 
二 < 1， 便 得 到 加 法 群 Zy 和 汝 法 群 内 一 1 十 PZ 之 间 
个 此 互 北 的 拓扑 同 构 
exp: pL S 1+ P20, log: 1 + PZ St 
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这 一 同 构 给 出 


一 TS 


= 1 
当 8 一 2 时 , 忆 汪 语 一 1 只 而 


erp: 4 人 Ll 二 4Z hg; 1 二 42 4 

= Un 人 SH, i>0. 
取 $ 为 8@ 中 的 p* 次 本 原单 位 根 、# 之 1 又 令 a 一 5 一 1， 则 

Cr" = QE) = Qetle), 
而 “是 ZZ[X] 中 Eisenstein 多 项 式 
srX) = XFL — DICX TD — 
一 -0 十 ,十 也 

的 根 , 从 而 得 到 

[Car; 如] 一 人 一 De"™, p= NerwGrf 一 Ga)， 
从 请 Co。 是 QQ 的 完全 分 歧 Abel 扩张 而 < 一 上 一 1 是 Con 
的 素 元 。 并且 由 上 述 可 知 

CCryQo) 一 《及 x NIDCCer1Q)， 
客 /w(CCce1Q) ~ UINUCC of Qo), 

从 而 由 对 于 Cos/Q。 的 基本 等 式 得 到 

[U:NUCCo/Q)] 一 [corQ 一 (一 UDP 
由 $3.1， 定 理 3 得 到 

U=V XU, V= We 
如 果 请 > 2， 则 届 上 述 可知 如 仿 pZo, 从 而 NUCCpr/ Qo) 是 U 
的 开 子 群 , 于 是 由 [U:NU《Cir/j Qo)1 = 《p 一 1)p"! 立交 得 到 
NUCCp"/ Qo) 一 局 


当 p 二 2 时， 
Vol, UU=U= (Dx, C=Q~D)—Q, 
Cc,= QV-—D, 


显然 有 NU(C:/@) 一 本 ,而 对 于 CC 有 可 一 Us;, 由 于 
5 —Noo(l +2V 1)e NUCCHQ), 
从 而 NECCWQD) 二 本. 当 # 之 2 时 
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NUCCnAQDJENU(CCVQ = U,, 

利用 ,信和 包 ;， 可 以 与 上 面 同样 地 得 到 NU(Cw/Q@) 一 Us。 这 
就 证 明了 定理 1.。 

如 前 所 述 , 对 于 不 一 Qs, x 一 PP 有 好 一 Qo(Wor) 一 Co 
如 果 令 多 rp” 是 所 有 二 p(n 之 1) 之 并 , 则 在 这 种 情形 下 $7.3 中 
的 和 即 为 QWp*); 

t: = Qr(COFre)。 

Ws。 显然 是 由 口中 全 部 p*(n 闫 1) 次 单位 根 构成 的 如果 以 W。 
表示 口中 多 部 单位 很 ，V。 表示 阶 与 ? 互 素 的 单 仔 很 全 体 , 则 

Woa= Vo X We, QWo) = QVo)Q Wp®). 
由 542 知道 Q,(V。) 为 局 部 域 Qs 的 极 大 不 分 歧 扩 域 : 

Qi = (Qo). 
此 外 ,如 果 alm， 则 全 三 Wm，CrESCn， 而 QoC(Ww) 是 所 有 
Cs 一 Qi(W。), +n 人 1 之 并 集合 。 从 而 由 定理 4 中 等 式 
Rs 一 Rosh 

得 到 如 下 定理 : 

定理 2 p-adic 域 Q， 的 极 大 Abel 扩 域 《Qo)。 等 于 所 有 
局 部 分 圆 域 C。 一 QeCT。) (4 守 1) 之 并 QCWe): 

(Qs)s = QW ow). 

从 而 @ 的 任意 有 有限 Abel 扩 域 《 均 是 某 个 局 部 分 敬 域 C。 的 子 
域 , 即 存在 适当 的 自然 数 xn, 使 得 Q@, 入 hEC。。 

现在 设 = 是 与 ? 互 素 的 自然 数 ,由 于 

WoCEVs, CEQo(Ve), 

从 而 Cs/ Q。 是 不 分 歧 扩 张 。 它 的 次 数 [Cs:Qo] 等 于 有 限 环 
ZinZ 的 彝 法 群 (Z/nZ)* 中 pmod 的 阶 数 。 证 明 可 作为 练 
习 留 给 读者 《参见 下 节 引 理 2)。 对 于 任意 自然 数 2, # 一 2， 
(2 站 一 1， 4 六 0。 显然 5。 一 [5 Cpr， 由 上 述 可 知 Cw/Qp 
不 分 歧 , 又 由 定理 1 可知 Cx/Qy 完全 分 歧 , 从 而 Cw 人 co 一 人 
特别 地 、 


[Ca:Q1 = [CQ I Cs: Qe]. 
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是 由 上 丁 的 注 记 和 定 埋 1 即 可 计算 次 数 [CQ:1. 
注 记 如 果 局 部 城区 的 特征 为 p, 则 中 单 征 根 的 阶 必 与 
尹 互 束 , 从 而 与 上 面 所 述 同 样 的 坦 由 ,元 竺 大 的 分 贺 域 均 是 不 分 时 
扩 蝇 ， 反 过 来 也 成 立 ， 但 是 如 果 于 的 特征 为 0， 申 $ 3.1, 定理 1 
可 知 过 为 Qr 的 有 限 扩 域 ,而 六 的 #- 分 泣 域 是 合式 威 
RC = 下 Bo) 
这 就 是 为 什么 我 们 在 局 部 城 的 分 贺 域 中 , 特 剥 地 沧 查 
Cs = QW,). 
现在 设 X 是 加 法 Abe] 群 ,并 且 每 个 元 素 的 阶 均 是 素数 如 的 宕 。 
如 果 4a6 Zp,x EX 当 自 然 数 * 对 于 p-adic 拓 盾 虐 离 4 很 近 的 时 
候 ,， nx 定义 出 和 中 同一 元 素 ; 我 们 出 此 定义 ax 一 az， 从 而 环 为 
全 - 寞 ,如果 和 册 尺 离 基 拓 扯 , 则 《es xz 上 > ax 是 从 Zo XX 到 
天 的 连续 映射 。 将 此 用 于 乘法 群 玉 ,*"， 则 Zs 作用 于 Wp 二， 
即 对 于 任意 eg Ze，56 Wp 定义 出 丈 ?” 中 元 素 名。 另 一 方 
面 , 令 5EWp", 从 而 一 上 一 1€E7Sm, 令 
CO 一 并 (je 


ml 


则 右 演 级 数 在 Cr" 内 收 敏 。 如 果 “ 是 自然 数 , 则 该 级 数 的 值 显 然 
为 tz 十 1 一 1 一 如 一 1， 然 后 从 对 于 a 的 连续 性 可 知 这 对 仁 
意 se Zs 均 成 立 ， 换 馈 话 说 ,对 于 如 上 所 述 关 于 如 的 一 般 定义 、 
则 对 于 每 个 a& Zp,，5€ 下 ja 一 一 1E EB， 均 有 

[elfa) = 8 —1, 


定理 3 设 
Pp: QF > Ga (Qo)s! Qo) 
是 局 部 域 Qe 的 基本 映射 , 则 对 于 QQ@。 的 单位 群 0 一 UCQ;) 中 
每 个 元 素 * 和 Wp* 中 每 个 元 素 5, 均 有 
Pla) = bl 
证 明 令 5 一 p(w)，tEWss， 由 $7.3, 定理 2 可 知 让 于 
c=t 一 1EE? 有 
eo) = [he) = 一 1 
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然后 由 (ea) 一 ol5) 一 1 即 得 定理 的 等 式 ， 
根据 这 个 定理 , 当 x 《 @x 时 ,我 们 可 以 将 p(x) 在 
《Qnr — Qo(CF-) 

上 的 作用 , 即 plx) 在 万 。 上 的 作用 具体 地 表达 出 来 ， 现 在 说 明 
如 下 (参见 $ 7.3 末尾 的 一 般 注 记 )。WW。 中 每 个 元 素 均 可 写成 

w— 0 NEVe, LEW 
设 是 任意 的 局 部 域 , 则 对 于 x € 我们 有 

PCH) 一 Gru), prCu) | — 1, kar 一 KCVe). 
在 现在 的 情况 下 ，p(w)(m) 二 9， 从 而 由 定理 3 得 到 
Pu)(o) = Ww EU, 
另 一 方面 , 令 由 一 pLp)， 则 由 57.3, 定理 4 可知 
QAW) = = Fs, 
从 而 plp)《2) 一 5。 此 外 ,在 (Qp)w 一 QVw) 上 与 (Q2) wl 
Qo 的 Frobenius 自 同 构 一 致 ,从 而 由 $4.2 可 知 
PW) = PU) = 
于 是 
pp)w) = WE 
因此 对 于 一 般 的 x = p"w, mE€ ZnEU, 则 
Pm) = nb, ontE We, 

这 就 具体 多 决定 出 plx) 在 到 。 上 的 作用 ， 

注 记 定理 3 最 初 是 利用 (整体 ) 类 域 论 的 结果 证 明 的 。 后 来 
Dwork 给 了 一 个 只 依赖 局 部 域 的 证 明 ， 从 那里 可 以 看 到 此 处 介绍 
的 采用 形式 群 证 明 的 锥 型 。 但 是 所 有 这 些 方 法 都 不 能 对 定理 2 给 
出 象 定理 1 那样 简单 的 证 明 ， 

对 于 有 理 数 域 Q 上 的 极 大 Abel 扩 域 Qs， 我 们 有 熟知 的 
Kronecker 定理 , 即 Q 是 由 Q 添加 全 部 单位 根 而 得 到 的 .。 换 名 
话说 ， 对 于 有 理 数 域 Q@ 也 有 类 似 于 定理 2 的 结果 。 作为 定理 2 
的 应 用 , 现在 我 们 来 证 明 Kronecker 定理 。 但 是 需要 假定 我 们 知 
道 关 于 代数 煞 域 的 某 些 事实 . 

设 F 是 Q 的 任意 育 限 Abd 扩 域 ， 以 吉 ，'…, Pp 表示 在 FF 
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中 分 歧 的 全 部 素数 ， 由 于 FQ (1 委 ; 委 7] 是 他 ;的 有 限 Abdl 
扩 域 ,根据 定理 2 可 知 存在 自然 数 ws， 使 得 FQ,， 包含 在 @Qw 的 
mi 分 园 域 之 中 。 又 设 
n= [= I “>1. 
LE jl 

其 中 4,……， 9 是 不 区 的 素数 。 令 太 为 Q 的 #- 分 辆 域 , 工 一 
FK， 则 工 也 是 人 的 有 限 Abel 扩 域 。 下 面 对 于 每 个 素数 计算 
P 在 工 中 附 分 歧 指 数 , 即 遍 部 扩张 IQ/ Q,， 的 分 层 指 数 cy。 

辽 站 一 名 (和 ii 委 9) 的 情形 ， 从 > 和 si 的 定义 可 知 

FQr SKQ,», 

从 而 LQ 一 KQs,, 于 是 cs, 等 于 p; 在 天 中 的 分 装 指 数 。 如 果 
疡 在 中 分 睹 , 则 cr > 1， 另 一 方面 ,上 是 "分 贺 域 ,网 当 co 
1 时 名 l#， 即 为 gg 多 当中 的 某 一 个 ,如 果 志 一 多, 则 
岂 -分 圆 域 K 的 性 质 可 知 ep 一 4 一 FC9)。 其 中 下 为 Evler 
函数 . 

将 训 ，… pr: 但 是 PP 9; 《1 所 j 所 夫 的 情形 。 南 
于 ?在 fF 中 不 分 野 ， 从 而 cp 一 eq) 等 于 gi 在 下 中 的 分 肢 指 数 ， 
与 上 面 一 样 地 tw 一 eq 一 pC4 闪 。 

年 ) 户 失 9 9 的 情形 ， 这 时 从 刘 再 知 业 有 也 关 负 
志 ， 从 而 P 在 工 一 FK 中 不 分 歧 , 了 是 ee 一 1 

设 5i 是 色 在 工 中 的 惯 往 域 ; 则 由 站 和 卫 可 知 

[LL es = GI) (jED. 
又 由 过 )》 可 师 每 全 素 歼 在 科 忆 ; 中 均 不 分 受 , 于 是 由 Minkowski 
Li 

定理 ? 可 师 


人 z= 


3 
从 币 


1 Minkewski 定理 是 说 ; 有 再 数 转 & 的 切 大 不 分 蚁 扩 虞 是 它 自身 .一 一 译 者 注 


"27 0 


ti:Q1< HT iL:i] 


= I rs) = p01) = [K:QL 
但 是 QEKEEL， 于 是 得 到 
K=L, FCK, 


由 于 8 是 Q 的 任意 有 限 Abel 扩 域 而 kK 荐 分 圆 域 ,这 夏 证 明了 
Kronecker 定理 . 
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设 是 任意 域 , 4 是 任意 乘法 Ahel 群 , 则 满足 如 下 条 件 让 和 
i 的 映射 
(): F* x F*—>4d 
叫 作 是 上 取信 匡 4 的 符号 《symboD)5， 其 中 
了 对 于 F 中 任 雇 元 素 x yy'， 
(Ce = x FE er, HD) = Cx, 9x’, 7), 
i 如 果 x 关 0, 1， 则 
《rs 1 一 2] 一 1， 
符号 (+, 7) 有 如 飞 简单 性 质 ， 首 先 从 让 可 知 
人 一 人 一 1 (7) oD = (7)™, 
从 而 当 > 关 0, 时 ,这 和 (1 一 x,*) 一 1 是 一 可 事 ， 
引 理 1 Cx 一) =1, (Cr 7 (xz) 一 1. 
说 一 了 十 7 关 0， N(x, 7) = Cr, 2)(e, 7)(— 1, 2), 
证 明 i 可 设 * 关 1. 测 于 《x,1 一 +)》 一 1， 从 而 
C1), =1, 
于 是 


DD 关于 符号 的 一 般 再 论 可 参见 Miiaer [1 吓 . 
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Go- 人 (二 


了 一 和 
= (ro1 一 DGz1 一 xD 一 1 
从 而 〈*，)) 一 《x，7)(x, 一 z) 一 (z， 一 好 )。 同 样 地 
(sx) = (9, — yr), 

以 而 Gx, $C x) = (ry, C7) =1, 

了 由 于 《xfs,7/2) 一 《xjss1 一 x/z) 一 1， 从 而 

(Cx, Dzze so 一 1， 

再 由 

《zy = 8, 1)2,— 2) (s,m) = -1,2 
即 证 . 

以 下 研究 F 是 局 部 域 的 情形 ， 首 先 证 明 如 下 的 引 理 , 

引 理 2 任意 局 部 域 * 中 单位 根 全 体 WW 是 有 限 短 环 群 。 如 果 
是 局 部 域 ,9 是 的 剩余 类 域 的 元 素 个 数 : 则 信 的 阶 数 可 以 写 


w= (4g— Dr, a>0, 
特别 又 车 不 的 特征 为 p, 则 w 一 9 一 1 
证 明 设 0 是 局 部 域 克 的 单位 群 ， 名 的 正规 赋值 > 显然 给 
构 JU 仿 Z。 从 而 玉 EU。 由 $3.1, 定理 3 可知 
U=V XD. 
而 VY 是 U 的 9 一 1 阶 子 群 , 从 而 VC。 又 由 $3 中 所 述 ,知道 
DZ 是 射影 P 群 ,从 而 对 于 每 个 与 ? 互 素 的 力 , # 下 > tr 给 出 可 的 
自 同 构 ， 从 而 了 即 是 入 中 阶 数 与 ? 互 素 的 单位 根 全 体 。 如果 志 的 
特征 是 p, 则 大 中 单位 根 的 阶 数 坞 与? 瑟 素 ,从 而 由 上 述 即 知 
W=V, w=g—1. 
如 果 克 的 特征 是 0 并 且 天 包含 如 次 本 原单 位 根 , 则 
@ECo 一 QOS 
由 定理 1 我们 有 
(p— Dr [Cn:Qo] < [Rk:Q,], 
从 押 # 是 入 界 的 ， 再 加 上 关于 的 结果 ， 即 知 WW 是 有 限 群 ， 并且 
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压 
到 
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由 一 (4 -- Dr， 9 沁 0。 最 后 。 的 有 限 子 群 W 必 然 是 循环 群 ， 
以 下 设 局 部 域 & 包含 = 次 本 原单 位 根 , 以 WW。 表示 上 中 的 

次 单位 根 全 体 。 由 引 理 2 可 知 

nalw, WaCSW, 
假设 y 是 如 中 任 疮 元 素 ,@ 为 的 代数 闭 包 ,以 VY 表示 ?在 
中 任意 一 个 ”次 根 , 由 上 面 假定 可 知 多 W y )/ 是 Abal 扩张 。 
从 而 

KERACV 7 JS 
设 pt: 信 下 Gal(Rs/) 为 的 基本 映射 对 于 7 中 元 素 *， 
令 0 一 px(*), 并 且 定 义 

(VIYT oY INYY. 
由 于 y+ 一 1, 因此 (YY)mE Ws。 另 一 方面 ,? 的 两 个 = 次 
根 的 商 也 属于 丈 。， 从 市 是 "不 变 的 ,因此 元 素 〈3 7 )”… 只 依赖 
于 x 和 y。 从 而 定义 
C319) = VF), 0 = prls). 


即 得 到 映射 
Ce: CX > We. 
引 理 3 .上 面 定义 的 《x, 四 。 是 取 值 于 WV 的 符号 。 
证 明 由 于 Vyy 一 VYVY， 从 而 
(x, 77) = (x, Cx, 7 
仿 一 ph(s),o 一 pix)， 从 而 oa = px《x#')， 由 
MI) ew 


可 知 
人 ez a= (VI VVI YY 
一 (Y7 VY = Cr DG 
其 次 , 设 zs0 1 克 一 允 Vz )， 4 一 [区 :R]， 则 alin, 当 7 过 
4 次 单位 根 时 ,nVYx 组 成 Vx 在 上 的 全 部 共 轿 元 案 。 令 
W, 一， 则 
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一 Wu 于 CL FY)) eNO, 


二 是 由 $6.2, 定理 5 可 知 ptK1 一切 | 才 一 1。 从 而 
(一 zz 一 1 
我 们 将 (+, 7)。 叫 作 局 部 域 * 上 的 = 次 范 剩余 符号 
注 记 世上 的 次 范 剩余 答 号 也 可 以 定 文 三 
(一 (Wo 一 et 
按照 引 理 1。 如 此 定义 的 〔z, 7)。 是 早先 定 文 的 《z，y)。 的 递 元 
素 ， 从 而 这 柄 个 定义 之 冯 役 有 什么 本 质 的 不 同 。 
定理 4 设 〔*, 9)， 是 局 部 域 下 上 的 = 次 范 晋 余 符号 , 则 
D) Cr, 7) = 1 Pr E NRTINO 
<>y ENCV IO, 
说 Cx, Rs = 1 > rs = 1 rE CR)", 
” 曾 ) (x 7), 作为 变量 * 和 7 的 函数 对 于 p-adic 拓 从 是 连续 


证 明 习 
(Crs — 1 eS A YI) = 1 
xréE NEVI 
<>(y, zx) 一 1 
<>yENGKV Tz) (5 63 定理 77。 
显然 se (证 Ce， KD。 一 ( 必 s 一 1， 其 次 若 
rR 
则 站 一 外 Vs ) 寺 二 Gal(1) 去 1。 内 而 由 
pits INCRE S GACRIRY 
可 知 存在 76 人 满足 mt( 们 | 生 坟 1 二 是 
Oe = Vey PCD。 
从 币 Gh* x) 和 1 Cx oe 1 


十 ) 设 是 局 部 域 并 且 特 征 为 p, 则 由 zjw 和 引 理 2 可 知 
4 与 #9 互 素 ， 干 是 由 $3.1, 引 理 2 可 知名 的 转 征 无 论 是 0 还 是 
P，k*" 询 是 * 的 开 子 群 ， 从 而 由 i) 便 知 (x, )。 是 对 于 
和 > 的 连续 函数 ， 

从 上 述 定理 可 知 , 局 部 韦 多 上 的 范 剩余 符号 《x，y)， 自然 定 
义 出 射 对 称 非 退 化 双 线性 型 

/Re X RR > Ws 

如 果 城 包含 # 次 本 原单 位 概 ,， 则 对 于 上 指数 《exponent) 为 4 
的 Abel 扩 域 可 以 应 用 Kummer 扩张 理论 。 特别 若 卫 为 局 部 城 ， 
则 作为 Abel 扩 域 它 又 具有 局 部 类 域 论 。 所 以 对 于 同一 个 扩 域 可 
以 同时 应 用 Kummer 扩张 理论 和 局 部 类 域 论 。 这 两 个 理论 相互 
交错 的 地 方便 产生 出 范 剩 余 符号 〈z*，》。 和 上 面 的 双 线 性 型 . 此 
外 可 以 证 明 对 于 ”一 “的 情形 ，(z，?)。 是 局 部 域 & 的 最 一 般 
的 连续 符号 《C，Moore 定理 ，Miinor 【10]， 参见 附录 ). 

现在 介绍 两 个 公式 , 它们 反映 出 《x, 7)。 和 局 部 域 * 之 问 的 
依赖 关系 ， 首先 令 是 $ 6.2 一 开始 所 述 的 从 局 部 域 (tv) 到 
(fy) 的 同 构 映 射 ， 将 下 中 的 次 单位 根 全 体 仇 , 映 到 龙 中 
# 次 单位 根 集合 久之 上 ,我 们 可 以 定义 入 上 的 = 次 范 剩 余 符 
号 

(2 

并 且 (x99) 一 (ecyy)2，xsye *， 这 一 事实 由 范 剩余 符号 的 定 
义 积 $6.2, 定理 2 ( 即 pw(x) 一 op (yix 和) 即 可 证 明 ， 如 
果 丸 是 的 任意 有 限 扩 域 , 则 到 SN*， 由 此 可 以 定义 
C0)»: RY xX KY > Ws 


并 且 满 足 
《人 xy) 一 (NevaGz yo x' EK, YER', 
这 一 事实 类 似 邮 可 由 $6.2 ,定理 3( 即 pe(z')1ks 一 pk(CNemGz 7)) 
得 到 证 明 . 
克 和 如 上 所 述 ， 如 果 加 ln，m 守 1， 则 Ven 全 WV 因 
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此 在 定义 了 & 上 的 亚 次 范 晋 余 符号 〈*。y)w 之 后 ,显然 有 
Vy = (VY, 

从 而 得 到 

Cx, 9)s = (x 9)". 
一 般 地 ,如 果 假 定 

n= nnn 21, (n,m) = 1, 
则 
am 十 bm O—1,4a, bEZ, 

从 而 由 上 面 公式 给 出 

(Ce = xs VP Cx, Tes ps, x ER, 

于 是 我 们 将 计算 《x, y)。 的 信 归 结 为 计算 (x, 7)a, 和 (x, 7);,. 
如 果 以 WW 表示 了 局 部 城中 单位 根 全 体 ， 由 引 理 2 可 知 殉 的 阶 数 
是 

wr (9— De, «0. 
于 是 大 上 的 所 有 的 范 测 余 符号 均 可 由 《x， 7)o-y 和 《x，y)pr 所 
完全 决定 . 

我 们 先 考查 (x,y)s-1, 象 引 理 2 的 证 明 中 所 讲 的 那 樟 ,如 果 
令 吕 二 VX 可, 而 『 是 所 的 剩余 类 域 , 则 由 5 3.1, 引 理工 的 系 
可 知 了 写作 、 从 而 了 中 元 素 《x 了)s-， 由 它 在 和 = ofp 中 的 一 
余 类 所 完全 确定 。 于 是 (x, y)s- 的 值 可 由 下 面 定理 给 出 , 即 : 

定理 5 设 ” 是 局 部 域 & 的 正规 赋值 , 4 为 的 镜 余 类 域 

f 一 ojp 
的 元 素 个 数 , 则 对 于 太 中 任意 元 素 *, 》 我 们 有 
(x, ya 下 (— Pr yr mod pe. 

证 明 上 而 同 余 式 两 边 对 于 * 和 y 均 是 积 性 的 ,又 由 于 如 是 
虫 中 素 元 集合 {x} 所 生成 的 ， 因 此 内 需 对 中 素 元 + 一 x 和 
一 一 wzrkxe UV) 证 明 这 一 同 余 式 即 可 这 时 由 引 理 1 可 知 左边 
为 


《一 try 一 (zy te- 一 my — (rs He, 


而 右边 显然 是 x。 根据 $3.1 知道 VU 一 VX UV = 加 ,内 
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此 若 令 sv vEV, EU 机 本 imod p， 则 
KC Vu) Mo I ER) — ko 
另 一 方面 , pxz)|%, 等 于 Kr/ 的 Frobenius 良 同 构 。 从 而 对 于 
93E Va 我 们 及 一 "(参见 $4.2), 因此 
ra Mu) (Me) mod p, 
这 就 证 明了 定理 。 
注 记 对 于 任意 的 *, ye *， 由 同 余 式 定义 
sx 9) = (—1) yr mnod ps 
可 以 不 用 范 剩余 符号 的 性 质 直接 证 明 出 (x, 》) 是 到 值 于 了 的 天 
上 的 符号 ，( 参 照 Milnor [10], p. 98.) 
现在 考虑 〈*，?)p*. 当 a 一 0 时 显然 己 有 (x,7)r 一 1, 以 
下 假定 a 之 1。 这 时 根据 引 理 2 可 知 & 是 特征 为 0 的 ?局 部 域 ， 
并 且 包含 如 次 本 原单 位 要 “< 1; 
QOSEQCDS4. 
对 于 这 洋 的 《， 范 剩余 符号 (*，?)r 没有 和 象 上 面 定理 那 拌 简单 的 
一 般 结 果 ， 作 为 例子 ,这 里 对 一 个 非常 特别 的 情形 , 即 & 是 @ 的 
产 分 殴 域 并 共 o 一 1 的 情形 (一 Co 一 @(5), 5 一 1,531) 
来 考查 《=，?7)。 
先 设 ?一 2， 即 有 ~ C 一 QQ 人 (一 D 一 QQ 一 一 1 根据 
上 节 所 述 ,对 于 这 种 情形 ; 
Q: ~ C2) x VU = C2) x (~—1) x D,, 
U~U, UU,. 
对 于 了 一 DU 中 任意 元 素 * 令 
0 一 二， =, 
则 elw) 和 mn(w) 均 属 于 馆 ， 并 且 亚 然 有 
wx 三 1 mod4>>eko) 三 0 mod2， 
# 二 一 1 mod4 之 ES 一 1 mod2, 
# 三 土 ] mod8 之 mi)=0 mod2， 
二 3 mod8>H() 1 mod2, 


sh34. 


从 而 
glur) = ey) + eCv)mod 2, 
fu》 = me) + lv)mod 2。 
定理 6 设 #,v 为 U 一 U(Q@) 中 任意 元 素 ; 则 
Cu» tp = { 一 1 ec, 
Cs 2 = 210 = (— DY (2,2% = 1 
证 明 由 于 Cr, ?) 一 土 !， 从 而 首先 有 
CG 2) = Cx, ¥)7' = (x, 7)2. 
由 上 述 可 知 (一 1 和 (一 1)""m 对 于 « 均 是 积 性 的 函数 ,并 且 
只 依赖 于 # mod 8。 另 一 方正 ,DU, 一 研 ，D1 一 (218ZD < 从 
而 (u,v); 和 (u,2》， 也 内 依赖 于 w mod 8。 因此 我 们 只 需 对 于 
# = 一 1 和 一 5 证 肖 上 面 公式 即 可 。 
先 考 中 “一 一 I， a( 一 1) 一 一 1, 多 一 1) 一 0 的 情形 . 从 
前 节 定理 1 可 知 
NCQ —DIQ) = NCCYQ) = (2) xD 
于 是 由 定理 4; 1)》 即 知 《 一 1,2); 一 1 一 (一 1)"*?, 并 且 
10 —1<>re Ur =1 mod4, 
由 于 《一 1,v》, 一 土 1, 因此 
《一 1 zt 一 《一 De (一 DD 
再 沽 虑 “一 5，e(5) 一 2, a(5) 一 3 的 情形 , 设 s 是 
有 十 区 一 
的 和 车 ec 二 1 二 5 则 OLY 了 ) 一 Qke), 由 于 训 + 
XX 一 1 在 @ 的 亚 余 类 城 Z12Z 上 不 可 约 ， 从 而 @(a)/Q@, 是 
2 次 不 分 工 扩 张 。 于 是 由 $ 3.3， 引 还 4 可 知 
N(Q(V 5)/Q) = 64) x UT. 
从 而 2&NCQKW 5 )/Q)， 再 由 定理 4, i) 即 知 
5,2 — oii) C0 =1= (1, 
最 后 由 引 型 1 可知 
(22 一 《一 1, 2 一 2)27 一 (一 1 2 一 1 
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这 就 证 明了 定理 ， 

对 于 p> 2 的 情形 ,这 时 关于 《x,y)。 有 优美 的 Artin-Hasse 
公式 ， 为 了 对 证 明 公式 作 准 备 ， 我 们 在 下 节 先 介绍 局 部 域 上 的 微 
分 和 它 所 定义 出 的 同 态 . 


48.3 局 部 域 上 的 微分 


设 如 为 生意 局 部 域 ,为 如 的 有 限 完全 分 歧 扩 城 ， 如 和 外 
的 正规 赋值 与 剩余 类 域 分 别 记 成 ,一 om/pp 和 w, 1 二 ofp。 再 
固定 中 一 个 素 元 x: p 一 (x). 又 设 

BX) = x Tet+t tog 
是 以 = 为 根 的 [XX] 中 不 可 约 多 项 式 。 由 $1.3 中 的 注 记 可 知 
下 一 fa(r)。 于 是 
d= [kkk], ca Nola), mles) =1, 
即 cz 是 如 的 素 元 ,由 $1.2, 引 理 4 知 * 对 于 m 是 整 元 , 从 而 
六 ) € mf 工 ]， 特 别 由 于 /和 完全 分 层 , 根 据 §$1.3 可 知 
0 = ou[[z]]. 

以 mw[IX]11 表示 系数 属于 mw 的 X 广 寡 级 数 全 体 ， 于 是 有 满 射 的 
o%- 模 间 态 : 


m[[X]] 一 m[[<]]， 

KX HR). 
引 理 4 上 述 同 构 的 核 是 由 XY》 生成 的 主 理想 ， 
证 明 由 于 认 z) 一 0, 从 而 久 X) 属于 核 中 ， 如 果 


1(X) = > exreai[z]]， 


0) = Dy ar = 0, 


一 om 


a=l 
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从 而 ss) > 0， 于 是 wa) 守 1， 坦 是 ww(e2) 一 1， 从 而 ee 一 
bocs， Bo€ Wm， 于 是 JCX) 一 JX) 一 suU(CX)Eeaf[X]]，, 证 加 的 
定义 和 fz) = 研 z) 一 0 可 知 

XY 一 DY ex hn) 一 0 


于 是 4 二 一 了 din 又 有 (eo)) 之 1, of 一 bcss Ww 令 


1(X) = (x) 一 二 RN = FX) 一 《加 十 交大》， 则 


h(XR) 一 > ooen[[X]]，P(e) 一 外 


Ep 


依 此 类 推 地 决定 出 wm 中 元 素 态 , 如 ，…， 显 然 有 
HA) = (BD bar") ix). 


从 而 证 明了 引 理 . 

上 面 不 可 约 多 项 式 a(X) 的 导 函 数 A(X) 一 dhfdx 属于 
off]、 从 而 Kx)E0， 令 8 为 由 (x) 生成 的 0 的 主 理想 : 
b= CC)). 

对 于 丰 中 另 一 个 素 元 世 ， 令 h(X》 蚌 m[X] 中 不 可 约 多 项 式 并 
且 以 有 为 根山 


ae，o00 = Dorks, we) = 0, 


je》 一 一 人 
由 | 漫 4 可 知 

(eolX)) = gE(ANCX), sR ELLXI, 
两 边 对 奈 悄 徽 商 热 后 令 X 二 =， 便 得 到 

mo 一 Ta), 
其 口 人 (2) 一 四 十 2 十 wx(onD 一 0， 从 而 
se'(#)) = 0, 

即 w'(n) 0， 由 上 面 等 式 可 知 加 (Cm) 《3 一 《Ar))。 其 于 问 笠 
的 理由 则 下 2 E Ch(z)), 因此 
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ho (h(x)) = (FC)), 
换 外 话说 , 作为 。 中 的 理想 ，b 是 由 扩张 和 各 所 决定 的 而 与 更 
中 素 元 < 的 取 法 无 关 ， 事 实 上 ,好 困 刀 是 可 分 扩张 ,通常 将 上 
十 的 b 叫 竺 村 如 的 共 印 莽 积 而 隐 去 “理想 "二 字 ?。 注意 若 名 是 
不 可 分 扩张 , 则 请 (e 二 0 从 而 % 二 0。 
对 小 " 中 插 意 元 素 a， 和 如果 
a— f(r) = glr), 1X), ECXIE mL[X]1， 
草 由 引 理 4 可 针 
1(X) — 8(X) = XMX), ul KX) E ol LX1], 
两 泡 开 氏 微 商 然 疝 令 关 一 +， 则 
fen) 一 中 (my 一 He) ee) 
从 而 
fn) 二 En)mod hb, 
司 此 oja 中 f(z)》 所 在 的 剩余 类 是 由 < 所 嫉 定 的 定义 隐身 
D,: op 一 of 
证 zymod bs 
是 然 是 mw- 神 同 态 , 并 且 灌 足 
Dr(og) = oD(p) 十 了 se)p， espEn, 《1) 
Dl#) = 1 mod b. 
换 句 话说 。D。 是 。 上 到 值 于 ojb 的 or 微分 。 并 且 不 难看 下。 
D. 是 灌 足 D(x) 一 1 共 唯 一 的 微分 D。 
现在 设 是 的 单位 群 口中 任意 元 素 ， 令 
CO — DY — FO) moa ob. 


由 于 11oE3， 亿 而 有 有 演 为 oh 中 元 家 六 且 册 CD 式 可 因 
np) 一 ds(0) 46.9), os PEU, 


赂 名 活 说 ， 
:Uolh 


1) 关于 趟 罗 差 下 请 参 沁 过 的 Arun [1 和 Serre -1]. 


la 


ti 


是 乘法 群 了 到 加 法 群 ofb 的 同 态 。 由 于 好 一 <x》 X ,从 而 上 
区 的 8.:0 ~ "/? 通过 


7.(z) 一 二 mod b 


唯一 地 扩充 成 同 态 


Bi pb 


现在 说 胡 对 。 宁 每 个 元 素 e 失 0 如 何 计算 5.(a)。 根据 假设 ， 
va) = m0 HM 而 ao= wp, P= g(a) EU, gC(X) EnLXI], 
令 HX) 一 Xmg(X)， 则 

a (0), FX) TeX, enews mlen) —0, CO) 


反之 ,如 果 KX) 为 如 上 所 示 的 寡 级 数 , 令 

大 TD 一 Xeg(X2 ECXDE maE[X]] 
则 一 mp 有 一 geg， 将 KX) 一 X"gLX) 微分 然后 令 
革 一 x， 再 用 a 去 除 绰 尽 到 


fn) mm EC) 
3 z 及“ 


由 于 f(z)jaté wr, 
za = 二 mod b， tt) 一 人 mod by 
有 从而 得 出 
Ba) = £2 mod b, 


换 名 话说 ，。 中 每 个 元 素 “ 拓 0, Mo) 一 wm 安 0 表示 成 (2) 的 形 
式 的 时 尾 ，su(e) 具有 与 aE 0 情形 同 术 的 公式 。 


对 于 上 流 的 < 和 fCX)， 由 于 a 一 KK， 从 而 芥 可 以 形 
式 地 写 点 直 经。 由 于 fn)/e 不 仅 依 燥 于 a 而 且 还 依 粮 于 表示 
的 等 级 数 /CX) 的 取 法 ,所 以 二 -给 不 是 正 底 的 记号 ， 但 是 当 
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问题 只 涉及 f(x)/o 所 在 的 p /na 之 剩余 类 的 时 候 ， 则 不 会 引起 
混淆 ， 因 此， 在 今后 不 会 产生 误解 的 时 候 ， 对 于 *” 中 的 每 个 元 
素 , 通 常 也 把 Pr/ 中 包含 se(c) 的 剩余 类 写成 

Ldr 

dr” 
从 而 

Bx: A > po, 
er> 1 48 nod bh, 
& dx 


又 如 果 坟 是 & 中 另 -- 个 素 元 ,如 上 所 述 取 一 ow), 则 
人 oo 


or 


是 已 中 元 素 , 从 而 
Ld Lda dm 


mod b oe€ Rs 
mdr 0 da dr ’” 4 


即 
(一 -加 和 (ae 和 


注 记 有 形式 上 十 经 等 于 «的 对 数 向 商人 loga， 但 是 要 往 
意 , 当 《的 特征 为 0 的 时 候 ,如 $8.1 所 述 ,对 于 以 一 1 十 p 中 元 
过 < 可 以 定义 Jnga， 并 且 loge 是 。 中 元 素 ,从 而 

loga ~— gz), ECX)E [LXI]. 
于 是 又 可 定义 gz) 一 生 loge. 但 是 这 个 gm) 与 上 面 的 二 4 
对 于 aad p 不 -证 同 基 我 们 在 下 节 属相 这 的 合 了 。 


§8.4 Artin-Hasse 公式 


以 下 设 ? 是 任意 奇 素数 , 考 丰 @ 的 -分 圆 域 
Ce = Qe). 


"li. 


匿 定 塘 。 的 一 个 生成 元 ,下 是 5 是 CC。 中 的 次 本 原单 位 根 。 
令 

z=1—t, 
风 # 显然 是 Z,[ 天 ] 的 Eisenstein 多 项 式 


AX) = 0 KpR tp 3) 


稀 根 ,从 而 cy 一 Qr(2) = Qs(w) 是 Qs 的 也 一 1 次 完全 分 歧 扩 
张 ， 并 且 x 是 Cs 的 素 元 ,而且 Nowa,tn) 一 六， 这 一 切 已 经 在 
$ 8.1 中 作 了 页 一 般 的 说 明 ， 由 于 Cs/ Q， 完全 分 歧 ， 我 们 可 以 对 
于 


= Qi R= Co = Qos) 
以 及 上 面 定义 的 x 一 1 一 采用 前 节 的 结果 。 设 ” 和 下 一 oj 
分 别 是 天 一 Cs 的 正规 赋值 和 剩余 类 域 ,由 完全 分 歧 性 导致 f 是 
了 元 有 限 域 ,由 1 一 Fo，4 一 p。 并 且 ?|@ = (2 一 1)zp， 其 中 
zt 是 @ 的 jadic 赋值 ， 于 是 
vp) = Pl, po=p 
从 而 2 玖 0) 三 这 一 只 modp， 这 就 得 到 
一 《Ar = ps 
于 是 作为 注 痪 有 和 一 时 p oj 加 .天 一 Cp 的 单位 群 吕 的 
子 群 Ui, i 守 0 为 
= U0, Um=1+P 121 
由 定义 和 4 二 8 可 知 U,/Uin > 1) 均 是 z 阶 活 环 群 ， 从 而 
由 于 86 圭 1mod 和 , 才 邢 1mod Pp 可知 
R= XU UV XU, U= We xX UU, 
但 是 了 是 ?一 工 阶 循环 群 ,从 而 访 人 又 由 于 
2Q, = (p — 1)op 
和 $8.1 中 的 注 记 ,可 知 exp 和 log 定义 出 互 逆 的 同 构 : 
exp; PT =1+P， log: =1 寺 六 分 所 
特别 地 ， 


jogK1 + p97’ = plog ll + = pp 
一 = log {1 + 2)， 


“tle 


从 而 得 到 
一 UU? = Up. 

对 于 中 每 个 元 素 4 均 可 定义 logx。 由 于 

plogt — logt? = logl ~— 0 
从 而 

log — 0. 

于 是 得 到 正 合 序列 

1 Ws -Us pl. 


由 U, 一 Wo x Us 可 以 看 出 这 个 正 合 序列 是 分 裂 的 。 
注 记 由 于 lg 一 0， 从 而 -和 logt 一 0， 但 是 另 一 方面 


由 一 1 一 x 可 知 汉语 因此 在 这 种 情形 下 


去 lm 关 


《参见 前 节 末 尾 的 注 记 .》 
设 了 一 Tewas 是 从 大 一 Cs 到 @Q 的 迹 ,对 于 每 个 ce 起 ， 
BE 太一 1 十 h 定义 Qp 中 元 素 fc,p] 为 


[es8] 一 一 二 7 (5 直到 logg). 


去 经 作为 Pa 的 剩余 类 是 确定 的 元 素 ， 但 是 [e, 8] 不 一 定 
由 o,f 所 唯一 决定 ， 然 而 我 们 有 如下 的 引 理 

引 理 5 fa 8] 属于 Z。, 并 且 它 在 如 /8Z， 中 的 剩余 类 由 
4 和 所 完全 确定 ， 

证 明 首先 注意 有 T(p)SPZ, (参见 $1.2 末尾 的 注 记 )， 由 


如 Ey， logpe log 一 PY， 从 而 


于 十 


7 (si logp)e Tp) ~ Tp) Ep. 
a dr | 
从 而 [a,B]E Zi， 并且 
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(tploe 的 三 TCD 一 TOpp) EPFL,, 
由 此 即 证 引 理 . 
从 $8.1 的 叙述 可 知 际 Zr 可 以 作用 在 有 了 马 ? 群 WW 上 , 由 
于 太一 1， 从 而 让 上 引 理 可 知 
dee, a€k”, BED, 
决定 出 Ww。 中 唯一 的 元 素 ， 并 且 
8 KR* > /ds 


a A mod b 
多 dx 


和 
log: D> ps 
FF > logg 
均 是 从 乘法 群 到 加 法 群 的 同 态 ,并且 
[aa', PP]= [a, 8] + [eo’, Plmod PpZo, 
[e, BP’] = [es P] 十 [ap 人]mod po (和 
以 而 有 对 于 a 和 8 均 是 积 性 的 ， 
现在 对 一 些 特别 的 a, 8 计算 Lg, F] 的 秆 。 为 此 首先 证 明 
以 下 的 引 吾 . 
引 理 6 设 ,a 为 整数 并 且 2 和 ?# 委 nr， zs 拓 pb 则 
1 
PH 
而 当 ”一 Xe = 0) 的 时 候 ， 
二 TA) 1 modp, 


T(t)e0 modps 


证 明 首先 着 2<a<p， a 一 0, 则 
lr ly ! 
L7G di ) re™), 


内 为 当 f 十 1 志 # 所 PP 了 时， 
TC itl<p, 


lp—1l, i+1l=p. 
从 而 当 = 一 ?时 ， 
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tt 了 一 
Srey -co("7) 
iD 
pt 1 一 和 
当 a 一 ?时 ， 
L yoy LS yr! 
re 


i 
1 


最 后 设 a 之 p。 沁 于 Y(p)SpZ， 和 
让 5 Ep ee- 
从 丽 只 需 证 明 4 一 1 一 《se 十 1p 一 1) 之 0， 当 4 一 0 时 这 显 
然 是 对 的 。 而 当 “ 之 1 时 
一 ] 一 (z 十 Jp 一 1) 
2F 一 1 一 t+1}Xp~—1) 
=2F ap— DD)—? 
ZF-alp—1)=U+p -1 — lr —1) 
= (1+ap—l)+)—alr—1)> 0 
更 一 般 地 ,对 于 任 一 自然 数 7 之 1, 记 
太一 【人 一 地 
由 于 [3:Ti 一 PP 从 而 U5 是 由 《一 工 一 > 一 4 的 剩余 
类 所 生成 的 ,而 Vi/Uit 是 白 六 的 鲁 余 类 所 生成 的 。 
引 理 ? 当 j 之 2 时， 
0 modp， 当 jp 了 时、 
1 modP， 当 j 一 了 时、 
并 所 对 于 任意 i 之 1, 均 有 
Ty yl — DE modp, 


其 中 右边 求 和 是 过 浦 足 条 件 ri 十 十 一 的 全 部 自然 数 +，* 之 1， 
证 明 首先 由 定义 有 - 


了 


[ea 一 | 


[9 一 一 点 zegG 一品 ) 


-7 
;7 a 5) 

-Dr 
如 果 Pls， 则 由 j 之 2 可 知 2 所 2 <<f， 根据 引 理 6 可 知 当 
生源 时 

11 jo 

—— Tt) a modp, 

ps 
而 当 忌 一 ”时 只 需 若 虑 j 一 上，s 一 1，4 一 0 的 情形 。 这 时 将 
由 引 理 6 可 知 


= Te) = Lodp, 


由 此 如 证 非 了 关于 [x Ww] 的 公式 ， 其 次 ,与 上 五 同 祥 地 有 
工人 一 _ 
[aa 一 一 点 7 人 了 于 et 一 要 ) 


一 一 二 7 人 立 wy 二 2 


7=1 fet 


=—1 D7 Ct 5 


如 pi 
从 而 当 ys 时 ,如 果 2 亏 2 所 ri 十 sj 将 引 理 6 用 于 
+i 
的 情形 , 则 
二 I CE tn) =0 modf, 


另 一 方面 ,如 果 站 十 弛 一 p，# 二 4， 出 于 1 所 1 过 # 从 而 


二 rT 仁 En = 二 modt 


这 就 证 明了 引 毒 . 


CE 


注 记 关于 [%:, D] 的 同 余 式 对 于 j= 二 1 魏 二 和 二 1 一 
< 一 t 不 一 定 成 立 , 例如 7 二 2 一 1 时 , [wes ] 二 0 modp， 
而 一 习 二 =1 modp. 

今后 我 们 主要 考查 一 Cs 的 ?次 范 剩余 符号 (ay 8)p， 为 
简单 起 见 ,今后 将 (es 8)， 写 成 《a, P)， 

引 理 8 Cp) 是 的 次 不 分 战 扩 域 , 并且 若 以 ?表示 
马上 的 Frobenius 自 同 构 , 则 

Var) = 5. 

证 明 令 六 一 Xmo)，『 了 一 ofp 为 的 剩余 类 域 ， 由 于 

5 Ex， 从 而 尼 凡 是 1 次 或 者 次 循环 扩张 ， 如 果 


WA =1+ or, 
即 

oe— (Vm — Drs 
由 < 显然 清 足 


1 由、 
+ (Se +t1 0. 


i=1 


于 于 wp) 一 一 1， 从 而 对 于 1<i 和 bp 一 :我们 有 


PN 

(0)= “6 
从 而 由 $ 1.2, 引 理 4 可 知 ee 9， 另 一 方面 由 于 Mnm) 一 0， 因 
此 由 (3) 式 得 到 -= 一 1 mod pg。 再 由 上 面 的 等 式 得 到 


中 一 5 十 1 王 0 modp. 
但 是 不 的 苯 余 类 域 『 是 了 元 城 ,并 且 宗 一 区 十 在 在 Po[X] 
中 是 不 可 的 的 ,从 而 [f°: 科 送 p。 另 一 方面 [ 龙 : 和 二 2， 从 而 
ER 汪 ] 一 p， ce 一 1，f 一 p， 妈 并 成 是 次 不 分 蔷 扩 张 。 再 外 
王 硬 的 回 会 式 使 得 到 


re mod¥, 
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从 而 
(MW mp) = (1 + zoom 十 za 
三 1 + xor 一 emod 的 
三 1 ~x=E mod hm 
显然 《 久 h)? 了 是 次 单位 根 ， 即 属于 Fw， 而 kk 是 不 分 歧 
扩张 ,从 而 由 上 面 所 述 如 得 到 
(Va) = fmod ps 


但 是 二 We X Us 从 而 《War 一世 


引 理 9 
1， 当 j 尝 1, i 夺 p 时 ， 
下 当 i= 时 . 
证 明 由 于 (ws, 8) 是 束 上 的 符号 ,从 而 
人 ro 一 (一 (1 一 四 一 1 il. 
但 是 (x, sm) 是 ?次 单位 根 ， 从 而 当 i 与 ? 互 素 对 ， 由 上 式 可 得 
《x 1) 二 1。 特别 当 1 所 i 之 时 《ws %w) 一 1、 由 引 理 8 知道 
《和 /oJ 是 不 分 该 扩张 ,从 而 ptCe)| 区 人 9) = p。 因此 再 用 
引 理 8 便 有 
(ca 一 (Yo 一世 

景 后 着 i 之 Pp 十 1， 则 16 UNEDrr 一 形 ， 再 评定 理 4，i) 即 
知 (x, 9r) = 1 

接 下 来 考查 《mw;, 和 j)，iy 7 之 ]。 对 于 互 素 的 自然 数 +， :之 
1， (7， 一 1, 今后 用 《ro， so} 表示 满足 rw 一 s14 一 1 的 任意 
一 对 整数 ， 这 样 的 整数 对 【ms m} 一 定 存在 ， 并 且 如 果 {sj 
出 满足 rs 一 srs = 二 1 则 

由 一 fo 十 ayy sta a€ 2 
从 而 
r+ = of oF sof + alri + 57), 
正如 在 引 理 8 中 所 指出 的 ,对 于 任意 
tPF1s (mm) = (#3 9) — 1 


sl47. 


于 是 由 上 式 给 出 
(GE 
换 名 话说，(zs qwrti 与 {1o，so} 的 选取 方法 无 关 。 进而 ， 
当 并 十 林 守 7 十 财 除 了 有 限 对 {r。:} 之 外 均 有 sw E US， 
从 而 除 有 限 对 {r,s} 之 外 均 有 (x, 115) 一 1。 注意 上 述 各 种 
事实 便 有 如 下 引 理 . 
引 理 10 对 于 任意 的 i, 7 之 1， 
(m3 0) = IH es ms) ti, 
其 中 右边 乘积 是 过 全 部 互 素 自 然 数 对 {r,s}, 而 {ro，%} 如 上 
所 述 . 
证 明 将 等 式 右边 写成 
T= I mir), jj 1 


由 上 面 所 述 知道 这 是 有 限 乘积 并 且 其 值 与 {ro， so 的 取 法 无 关 ， 


我 们 先 证 明 两 个 等 式 : 
9 1) = Cs Wert Ws We) (5) 
IT; = To Iris Wt 《6) 


由 于 ”> 2， 对 于 每 个 ce 起 ， 均 有 
~ 1,0)= (D0)=1, 
从 而 再 利用 
+ wy 一 i 
和 $8.2, 引 理 1, 可 得 
《Cai rr = is Ti) ts i) 
但 是 ys) 一 1 了 pts mr 一 gitis Tw) 一 《xs mY 由 此 
即 得 到 (5) 式 。 其 次 我 们 分 别 考查 乘积 Hi 中 + 一:,+ 记 s， 和 
y <* 三 种 情况 ， 由 于 (ro) = 1， 从 而 sf 二 + 财 只 有 > 一 :一 ] 
的 情形 ， 这 时 取 mm 一 0 nm 一 1， 则 
(Cr Do = (re 
如 果 > 六 令 六 一 一 7 一 人 芭 了 一 证 则 
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rr 一 1 映 射 rs) > 7,?7 是 从 集合 {47， 
slr ss 为 自然 数 ，r >> sr， 二 1) 到 集合 {7 中 |r' 5 为 
自然 数 ，(*… 7) = 1} 之 上 的 一 一 对 应 。 并且 

《zs Np) 一 《rs Mit ) 


roo — sro — 5%) = (r+ ss — sro 


Haoti 二 六 
有 


一 ya 一 sf 一 1 
从 而 乘积 IILi,; 中 满足 > > * 诸 项 之 积 是 IILi+m。 同样 地 ， 冬 积 
本 i; 中 满足 > 和 <， 诸 项 之 积 是 [1,4;。 这 就 证 明了 (6) 式 ， 
令 
4 = Cm WI 1 
如 果 十 j > 2 则 i 之 p 十 1 或 者 j 之 Pp 十 1 从 而 
mEUm= UU 
或 者 We UVet 一 三， 因此 《wy) 一 1、 又 由 于 
Mitd € Up#1 — UF, 
可 知 《zs Wx) 二 1，Ii; 二 1。 因此 
di 一 1 〈 当 1 > 22 时 ). 
将 (5) 式 两 边 分 别 除 以 (6) 式 两 边 , 便 得 到 
i ig ff 1 
然后 对 于 i 十 了 使 用 归纳 法 (但 是 从 = 到 = 一 工 归纳 ), 可 知 
4 一 1。 从 而 对 于 任意 i, j 守 1 均 有 《和 ,向 ) 一 II 这 就 证 明 
了 引 理 . 
引 理 11 对 于 任意 i, i 之 1, 均 有 
《nr 有) 一 II i 
其 中 右边 乘积 过 满足 ri 二 si = p 的 全 部 自然 数 对 (7 ,5s》. 
证 明 由 引 理 9 可 知 在 引 理 10 右边 乘积 中 : 
1， 如 果 ri 十 sj 半 p， 
Go 
并 且 当 ri 十 二 一 了 时 ,1 所 i,j，r，s 所 2， 并且 


j 竺 一 rifs modps, 
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从 而 


rit sr 
s 


= (rr) dp 
四 了 


然后 由 引 理 10 立刻 得 到 本 引 理 的 等 式 . 

有 了 以 上 的 准备 。 现 在 不 难 达 到 我 们 的 目标 。 即 证 明 Artin- 
Hasse 公式 ， 让 我 们 再 叙述 一 下 已 经 给 出 的 各 种 定义 : ?是 音素 
数 ， Cp 一 QWs) 是 Qs 的 -分 圆 域 改 是 Cp 中 ?次 本 原单 
位 根 , x 一 1 一 是 Ce 的 素 元 , p 是 Cs 的 级 天 理想 ， (es 
是 Cp 上 的 次 范 剩余 符号 ， 最 后 令 


[es8] 一 一 孙 了 (二 名 iog8)， 


a€ER*,BEUD =1+p, 
其 中 了 是 Cp/Q。 的 迹 ， 而 [zx，3] 的 值 为 Z。 中 元 素 并 且 是 
mod pZZ。 确定 的 . 
定理 7 《Artin-Hasse). 对 于 任意 元 素 ce C$ 和 Bel 二 PP， 
均 有 
Cas Fp = Ce, 
证 明 上 式 左 达 是 C。 上 的 符号 ,从 而 对 于 5 和 8 是 积 性 的 ， 
田 ( 和 ) 式 知 右 边 辐 样 对 于 “和 是 积 性 的 。 此 外 ,两边 均 基 了 次 单 
位 根 , 从 而 如 果 < Up 一 罗 或 者 6€ Upn 一 U4， 则 两 边 的 鼻 
琦 是 1。 因此 只 需 对 于 和 8 分 别 为 /Us 和 /Uprm 的 王 
余 类 代表 元 村 证 明 等 式 即 可 、 如 前 所 述 我 们 有 
CF= x) XV XU 
由 于 V 是 * 一 1 阶 循环 群 ,中 元 素 均 满足 " 一 好， 从 而 由 上 刻 
述 我 们 有 
(rs BY = Hr = 1, 


男 一 方面 、UifUin (i 之 1) 是 由 % 的 剩余 类 生成 的 ， 从 而 只 需 
对 于 
Go=7n 1), P=y (i>2) 
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证 明定 理 中 的 等 式 即 可 ， 但 是 由 引 理 7 和 9 可 知 
rs 9 一 和 
又 由 引 理 7 和 11 可 知 
《一 
由 此 即 证 定理 . 
定理 8 

(pe1 十 ppeE1 二 PP 
(pp = PD), gel p, 
(sp) = bh), pel+p. 


证 明 第 一 等 式 是 定理 7 的 特殊 情形 、 令 “一 *， 则 
is 1 
odr x 


又 对 于 e 一 5 一 1 一 = 有 二 和 2 一 一 二 ,从 而 将 8 是 


dx 
本 1+ 
中 元 素 , 则 第 二 、 三 式 也 是 定理 7 的 特例 。 最 后 由 于 
1+Pp=U= Ws XD,, 

从 而 只 需 再 对 8 = 一“ 的 情形 证 明 后 两 个 公式 即 可 。 但 是 这 时 ， 

Cx br = (1—t, 0) = 1, 

(30 = C6, — ot — Ds = 1 
再 由 logt 一 0 即 证 明了 定理 . 

于 是 ,定理 8 很 容易 地 由 定理 7 推导 出 来 , 反 过 来 , 也 可 以 由 
定理 8 直接 推出 定理 7， 因为 C 一 《<》X 了 X UU 以 及 用 公式 
(ms PplB, 0)s = 1, (vs 8) = (u,v)s = 1, 

wpPECF, vEV, 
可 知 对 于 任意 元 素 a, BE C0， 均 可 由 定理 3 计算 (a, 8)b。 在 这 
个 意义 上 , 我们 把 定理 7 或 者 定理 8 中 的 公式 叫 作 范 剩余 符号 
(《c，pB7) 的 显 公式 。 
更 一 般 地 ,对 于 Qplp 关 2) 上 的 如 -分 贺 域 的 如 次 范 烈 余 
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符号 Arin-Hasse [2] 证 明了 与 定理 8 的 第 二 、 三 公式 同样 的 等 
式 ?。 对 于 同样 的 情形 , 岩 泽 和 工 茧 将 定理 7 中 的 公式 加 以 推广 。 
所 有 这 些 结果 都 是 采用 自 Eisenstein 以 来 的 传统 计算 方法 得 出 的 。 
但 是 最 近 Wilkese9 应 用 第 七 章 中 所 讲 的 形式 群 ,不 但 对 于 @Q 的 
分 圆 域 ， 而 且 对 于 特征 为 0 的 局 部 域 的 任意 有 限 Abel 扩 域 均 
得 出 同样 的 结果 , 并且 方法 很 简洁 。 这 是 关于 术科 曲线 上 有 理 点 
的 Coates-Wiles 理论 中 的 重要 结果 之 一 。 我 们 这 里 作为 在 局 部 域 
中 进行 计算 的 一 个 实例 ,只 介绍 了 古典 的 证 明 . 


1) 关于 定 到 8 的 结果 在 Artin-Hasse 的 文章 [21 中 号 成 定理 7 的 形式 、 恩 后 二 人 
又 分 别 发 表 。 
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附录 局 部 域 的 Brauer 群 


敢 让 我 们 简单 讲述 一 下 在 正文 中 未 能 触及 的 关于 局 部 域 上 的 
Brauer 群 ，Brauer 和 群 定义 为 Ga.ois 群 的 上 同调 群 , 从 而 首先 对 于 
上 同调 群 的 有 关 事 项 作 一 (最 恢 限 度 的 ) 介 绍 , 然 后 定义 Brauer 群 , 
特别 是 决定 局 部 起 上 Prauer 群 的 结构 ,详情 请 参 申 河 田 [8] , Ssrre 
[115 等 . 


§ A.l 一 般 的 上 同 源 群 


设 G 是 任意 群 ,6 作用 在 Abd 群 4 上 ,从 而 4 是 6- 神 (但 在 
以 后 应 用 下 ,4 的 运算 记 为 乘 靶 )。 以 CC 一 CG, 4》 表示 从 G 
到 了 的 映射 
f;, GA 
全 体 . 而 以 2 一 ZiG, 4) 表示 其 中 满足 
of(r) 一 大 or) + 0) 一 0《 对 任意 corEeG) 和 
的 陵 射 了 的 全 体 。 在 2" 中 定义 加 法 f 十 8 为: 
(f+ 8)(0) = Ho) + go), 
从 压 C+ 匡 Abd 群 :而 Z* 是 它 的 子 群 。 此 外 , 洽 于 4 中 一 个 三 
定 的 元 素 o, 令 


fo = 一 oa 一 ay o€G, 
则 f: G >a 属 了 下 这 种 Mae 4) 全 体外 一 BXG,4) 是 
2Z! 的 子 群 。 商 群 
HG, A) = Z(G, A BG, 4) 
叫 作 G 的 以 4 为 系数 (或 者 叫 取信 于 4) 的 一 牧 上 同调 群 类 似 
地 ,以 中 一 CXG，4) 表示 队 全 一 G x G 到 4 的 瞎 射 全 从 组 
成 的 Abal 群 ,而 其 中 满足 
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oflr, py) — for, p) + Ho, re) ~ fa, +) = 0, 
oT,PEG (2) 
的 全 部 f: G' 一 4 形成 C? 的 子 群 并 且 记 成 Z: 一 ZXG，4). 
对 于 C6 A》 中 每 个 元 素 1: G 一 4, 令 
Oe, 5) = oflr) — Hor) 4 fo), oe OG, 
则 全 : 全 4 属于 7 这 了 Ge C1) 全 体 B87 一 BXG, 4) 
是 2 的 子 群 。 而 商 群 
H(G, A)= Z(G, A)/ BAG, 4) 
人 岂 作 G 的 系数 属于 4 的 革 维 上 同调 群 ， 一 般 地 ,对 于 任意 " 守 0， 
可 以 统一 的 定义 出 = 维 上 同调 群 8"CG，4)。 由 于 今后 不 需要 从 
而 暑 去 ， 只 是 注意 Z! 是 由 C! 中 满足 好 二 0 的 元 素 了 所 组 成 
的 集合 . 
设 C 为 群 而 4 为 G- 模 ,并 且 存 在 同 态 
YOrG, oe AA’, 
对 于 每 个 0 € G'，a € 4， 如 果 满 足 
elr(0)a) — rala), (3) 
则 将 :一 《ro 网 作 从 LG， 4》 到 《6'，。 4'》 的 坊 射 《morphi- 
sm)， 并 且 写 成 


1: (6G, 4 一 《9 A), 
这 时 对 于 CXG，。A) 中 每 个 元 素 f: G 一 4， 以 六 表示 合成 胺 
射 

RS 4 
fH> 了 显然 定义 了 同 杰 CXKG，4A) ~ CKG' 4)， 和 而 由 上 述 条 
件 人 3) 可 知 这 个 同 态 将 ZX《G, 4)，BrCG, 4) 分 别 映 到 ZXG'， 
4) 和 (CG', 4) 之 中 。 从 而 1 一 《>。 a) 诱导 出 上 同调 群 的 
同 态 

EG, 4 一 有 (Go 4'), 
完全 司 栏 地 定义 同志 CXG，4) 一 CCG，4d)， 从 而 诱导 出 

HXG, 4 一 HG 41) 
(一般 地 也 可 得 到 BCG，4) 一 H"(G', 4'), 之 0.) 特别 若 咏 
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是 G 的 竺 意 子 群 ,每 个 6- 补 4 了 看 成 是 及- 模 , 令 i: 正人 是 
自然 单身 ,id: 4 一 4 是 伍 牧 肌 射 , 则 在 二 还 意义 下 定义 出 
(i, id); (6G, 4) > (H, 4), 
由 此 每 到 的 同 态 
res: HEG, 4}—> HY(H, A), 
FG, A)— HH, 4) 
叫 作 限制 贞 射 《restriction)。 又 若 磋 是 6 的 正夫 子 群 , 令 
A 二 {a€ 4 wa 一 a， 对 于 每 个 wt H}， 
这 显然 是 GIH- 禄 。 令 7Y; G 一 G1E 是 自然 满 射 , i; 4” 忆 4 
是 自然 单 射 , 则 在 上 述 意义 下 又 定义 出 态 射 
(7 0D): (GIH, 4 (6, 4), 
由 此 得 到 的 辣 态 
nf: KG 4A) = (EG, 4), 
JCY， A1) > HG, 4) 
叫 作 阳 张 际 射 《inflation》- 
引 理 1 如 果 玉 是 G 的 正规 子 群 , 则 
0 FGIH, ph FCG, 4) > HH, 4) 
基 正 合 序列 ,又 若 HCH, 4) 一 0。 则 
o> HCGIH, A) HG, 4) HH, 4) 
是 正 合 序列 
现在 考查 6 是 ” 阶 策 环 群 的 情形 ， 男 定 G 的 一 个 生成 元 ps 
G 一 fp op 一 1 
与 上 面 同样 地 , 令 46 一 {at 4|oa 一 a， 对 于 每 个 "EC} 
= {a€ 4'(p — 1)a = 0}, 
又 令 NC 有) 二 (1 十 p 十 … 十 e"")4， 则 显然 有 
NCA)EAEA. 
对 于 任意 元 素 a€ 45 和 0 安放 f < my， 定义 大 全 一 作为 
， 1， 如 果 守 十 了 < py 
Ko {sm ij 


155。 


可 直接 验 省 ff 2 一 ZKG， 们 ， 以 < 表示 ZU 8 二 于 (G6, 4) 
中 包含 了 的 陪 集 . 

引 理 2 。 :一 <。 诱导 出 癌 构 

AINCA) TG, A), 
类 琢 地 , 令 
Aw= {at 4I(1 ptt pa =0}, 
则 对 于 每 个 se 4w。 存 在 1€ Z! 二 Z:(G6, 4) 使 得 f(p) 二 6， 
熟知 由 a 片 > 了 mod 了 诱导 出 同 检 
Aylll — pA S HG, 4). 

设 所 是 上 述 循环 群 G = 《p》 的 子 群 ， 令 [G: H} 二 m， 则 
GIH 是 书 5 一 pH 生成 的 疾 阶 循环 群 . 注意 45 一 (499 从 
而 击 引 理 2 可 知 5 定义 出 同 板 

4e1(L 十 方士 … 十 pA S HCGIH, 4®, 
对 于 5E 48， 则 
(CE 


UP tpt to 
从 而 4 的 自 司 态 e 呈 > 二 活 导 出 


ANU +B 
AN 十 p 十 二 0) 
引 理 3 恒 表 
A t B+ + ART CCIH, 49) 
nj rm inf 
AJUTp+ + oA SHG,4) 
是 交换 的 。 其 中 二 行 分 中 是 由 P 和 5 = pH 所 定义 的 同 梳 , 
上 述 三 个 引 理 是 我 们 今后 市 需要 的 关于 上 同调 群 的 全 部 结 
果 、 引 理 1 的 前 半 部 分 和 引导 2, 3 《以 及 引 理 2 后 面 的 往 沁 ) 均 
可 白 上 同调 群 的 定义 比较 简单 地 证 明 出 来 . 引 尾 :的 后 半 部 分 也 
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可 以 直接 计算 出 米 ,或 者 利用 上 同调 群 的 函 子 (functor) 性 质 容易 
将 它 归结 成 引 理 的 前 半 部 分 。 所 有 这 些 证 明 均 略 去 "但 是 要 特别 
注意 ， 引 理 2 和 其 后 的 注 记 中 所 采用 的 同 构 均 依赖 于 G 的 生成 元 
2 的 选取 方法 . 

设 群 了 包含 正规 子 群 4， 并 且 4 是 G- 模 ,如 果 存 在 同 构 
Pp: CG 信 P14, 由 于 4 是 Abel 群 ，P14 自然 地 作用 在 4 上 ? ,从 
而 通过 9 使 得 G 又 作用 于 4 上 。 如 果 这 个 作用 与 G 在 作为 G- 模 
的 4 上 本 来 的 作用 一 致 的 话 ， 我 们 便 称 《P, 9) 是 G- 模 4 在 C 
上 的 扩张 《extension)。 对 于 G 中 每 个 元 素 o， 在 P/4 的 陪 集 
gp《a)》 中 选 定 一 个 元 素 we P， 则 上 述 条 件 可 写 为 

Mra 一 gal 一 a"), a€A. 

如 果品 和 z 为 G 中 任意 元 素 , 由 于 wn: 三 wor mod 4, 从 而 存在 元 
素 aow 《4 满足 


Hate 一 Gasstars 
而 外 《wots)wp 一 wolwuewo) 得 到 
Gohorp 一 afpdorp ar PEG, 
于 是 若 令 
fa, r) 一 omrs 
对 于 f: G 一 4 采用 加 法 记号 , 便 有 
flo, r) + flor, p) = oflt, p) + fo, rp), 
换 句 话说 , f 属于 Ze 一 ZX《G,4)。 如 果 改 变 po) 的 代表 元 
w， 则 上 面 的 Kc, +》 也 改变 ,但 是 厂 (G, 4) 二 Z”/B? 中 包含 
# 的 隧 集 < 不 变 。 从 而 《P， 9) 唯一 地 决定 出 HCG, 4) 中 元 
素 c. 进而 ,我 们 可 以 证 明 , 适 当地 (自然 地 ) 定 义 从 扩张 Pi, 9 
到 扩张 (P;， gs》 的 同 构 《Pss 1) 信人 Pa，9?)， 使 得 
CP, p)H>e 
是 从 〈P，9) 的 同 构 类 的 集合 到 FRCG, 4) 之 上 的 一 一 对 应 。 
正 (G, 4) 与 群 的 扩张 理论 的 这 种 关系 是 很 时 就 知道 的 ， 而 对 于 


1》 例如 参见 Serre [11]， 第 已 章 55. 
2) Pj4 在 4 上 的 自然 作用 是 (a) = ga0-'(g € P， 5 一 0mod4)，- 一 译 者 注 


“57 


任意 >>0 的 H"(G,，4) 可 以 看 成 是 它 的 推广 。 此 外 还 要 注意 ， 
如 果 使 用 〈《P, 9) 和 于 (G, 4》 之 间 的 上 述 关系 ,可 以 非常 自然 
地 证 明 出 引 理 2。 


$ A.2 Galois 群 的 上 同调 群 


设 KK 是 域 F 的 Galois 扩 域 ，G 二 Gal(K/F》 为 它 的 Galois 
群 , 则 6G 显然 作用 在 KK 的 鲜 法 群 K* 上 , 从 而 由 上 节 可 定义 CG， 
K*) 和 HKG, K*).。 Galois 群 的 上 同调 理论 便 是 研究 与 这 两 个 
群 只 有 少许 差别 的 上 同调 群 CK/JE》 和 下 (KEK/P) 现在 来 说 
明 这 件 事 。 Galois 群 G 对 于 Krull 拓扑 是 全 不 连通 钓 紧 群 ， 即 是 
射影 有 限 群 ， 另 一 方面 ， 将 久 的 乘法 群 KK* 赋 以 离散 拓扑, 对 于 
这 些 拓扑, 以 _CXG, K*》 表 示 全 体 连 续 映 射 f: G >K*。 于 是 
CHG,K*) 是 CCG, K*) 的 子 群 . 令 
ZG, K*) = Z(G, KN CKG, K*), 
不 难看 出 BICG, K*)SZUG,K*)， 定 义 它 的 商 群 为 
HCKIF)= ZKG, K*)/ BK(G, K*). 
类 似 地 ,以 CXG ,六 ) 表示 全 体 连续 肌 射 G 一 G X G 一 K*， 
ZG, K*) = Z(G, K*)N CHKG, K*), 又 令 
BXG, K*) = {Oflfé CHKG, K*)}, 
它 是 Z(G, K*) 的 子 群 。 定义 商 群 
HAKIF) 一 ZKG, K*)/ BKG, K™*). 
因而 HC(K/F)》 和 下 (KAP)》 是 考虑 了 拓扑 的 Galois 群 
6G = Ga(K/F) 
的 上 同调 群 。 和 如果 KK/F 是 有 限 扩张 , 则 G 是 有 限 群 , 从 而 
HKIF)= H(G, K*), HKIF)= H(G, K*), 
进而 ,如 果 8 是 KK/F 的 中 间 域 , 则 HH == Gal(KIE) 是 
G = Gal(K/F) 


的 闭 子 群 。 由 定义 有 
HOKIE) = ZAH, K*)/ B'(H, K*), 
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HOKIE) 一 2AH, K*)/ BAH, K*). 
与 不 考虑 拓扑 的 情形 一 样 ,可 以 定义 限制 映 茵 
re: HOKIF)}-—> CKIE), WOKIF}—»> KIE). 
特别 车 EIF 是 Galois 扩张 , 则 还 可 定义 膨胀 映射 
inf: HCEJ FY HOKIF), HEIF) > HACKIFY. 
现在 设 【KGie 1) 是 包 合 在 上 中 的 一 族 F 鸭 有 限 Gatois 扩 
域 : 并 且 满 足 


K= {kK 《4) 


例如 包含 在 玉 牛 的 全 部 已 上 有 限 Gaois 扩 域 就 具有 这 洋 的 性 质 ， 
令 Gi 一 GCK,JF),iE 1 加 果 下 GE 正三 后 5 六 JI， 则 可 定义 
自然 的 

满 射 rp Gi Gi， 单身 w 六 天 一 天 
从 而 有 上 节 意 义 下 的 态 身 

和 一 《7 i): 《Gi KY) = (G6;, KF). 

从 而 7 诱导 出 同 态 

HKGi, KY > HG,, KY), (Ge KY) > HCG KY). 

引 理 4 

HKIF)= tmp(G;, KY), HKIF) 一 limF(G,, KF). 


其 中 右边 是 对 于 ”Ki 刁 K;, i。 jE 1 由 上 面 同 杰 所 给 出 的 归纳 极 
展 . 

证 明 由 于 G 一 GaKK/F)》 是 全 不 连通 的 紧 侨 ,从 而 由 G6 到 
离散 空间 Kx 的 连续 映射 1: 一 K* 只 取 有 限 个 年 、 因 此 在 假 
定 (4) 之 下 可 以 适当 地 选取 K: 和 8: Gi 一 KY， 儒 得 f 可 以 表 
示 成 下 面 的 合成 映 对 . sg 

GG: —* KK*, 
其 中 5 一 Gi 和 KY 一 K* 分 别 是 由 FSK,SK 产生 的 自然 满 和 
和 自然 单 射 。 从 上 节 可 知 由 定义 出 : 

CCG KY > CG,, KD, 
再 由 上 所 述 即 知 
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CHG, K*) 一 limC6;, KrF). 
对 二 子 群 同 尖 有 
ZAG,K*) = limC(G:, Kr?), 
BG, K*) 一 limB'(G, KF). 
由 于 归纳 极限 保持 正 合 序 列 ;, 从 而 对 于 KK; 定义 的 正 合 序列 
1 一 BG, KY CG;, KY) > HCG, KY) => 0 
取 级 限 即 得 到 正 合 序列 
0 BUG, K*) — CHG, KE 一 im K")—0, 
手 是 
HOKIF) = lim HCG:, KY), 
对 于 HCK1F》 也 可 完全 同样 地 证 明 . 
定理 1 六 于 任意 的 Galois 扩张 Kj/F, 均 有 
FRIF) = 0. 
证 明 ”对 于 有 限 Galois 扩张 KifF 我 位 有 (Gi, KX) 一 0， 
这 是 Galois 理论 的 一 个 熟知 的 集 本 定理 。 表册 上 一 引 至 即 得 
MKIF)= lim FG, K) =0. 
引 理 5 设 E 是 K/P 的 扬 间 城 ,并 且 E/F 是 Galois 扩张 ， 
草 ; 
0 EOE/ PY) HACKIF) > HKIE) 
是 正 合 序列 。 
证 明 {Ki} ,iE 了 如 前 记述 , 令 
FE:= ENE, H— GAC(K/E), 
对 于 契 琅 Galois 扩张 Kf，HAKif 了 了》 与 不 考 刚 拓扑 的 上 司 调 
群 本 (Gi, KX) 是 一 致 的 ,由 CK,/E0) 一 0 和 引 理 1 可知 
0 HEAF) -ms OKAF) -Te HORAE;) 
是 正当 序列 。 取 归纳 极限 下 应 司 引 理 + 邵 得 到 正人 台 序列 
0 一 于 (本 1F) > HOKIF) Tom HUCK ED). 
采用 与 引 型 + 的 证 明 司 样 的 考虑 方法 《但 是 要 复杂 一 些 )。 利 用 
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KE 时 的 态 射 〈 瑟 ，KF) 一 (H,, KY)， 可 以 证 明 
CiGaHK1BE)，KD — lim CC KF), 
从 而 得 到 
(KIE) = lim HP(KHED). 


另 一 方面 ,不 难看 出 上 面 的 HF/F) -> HAK/F) 和 
KIF) 一 im 下 (KED — HK/E) 


分 别 与 膨胀 映射 和 限制 映射 一 致 ,从 而 证 明了 引 理 . 
由 引 理 5 可 知 inf: HI(E/F) > HCK/F) 必 是 单 对 ,并 且 梧 
以 将 它 等 同 于 res: HCK/1F) > HE(K1E) 的 核 ， 即 可 看 成 
HACE/F)EH(KIF). 
特别 对 于 先前 的 {Ki} 我 们 有 理 (K:/F)SHXAK/F)， 愉 而 


HOKIF) = im WKN F) = U HOKE), 


从 而 对 于 一 般 的 Galois 扩张 EIF，H(K/F) 是 对 于 有 限 Galois 
扩张 KjF 计算 出 来 的 下 (SP) 一 二 (G,, KX)》 之 并 集合 . 

注 记 对 于 不 考虑 拓扑 的 上 同调 群 HXG , K*), 上 述 结 果 不 
成 立 ， 这 就 是 为 什么 Galois 群 的 上 同调 理论 要 将 HCG, K*) 改 
成 CKJF), 

设 2, 是 域 F 的 最 大 Galois 扩 域 , 即 包含 在 下 的 代数 闭 包 2 
之 中 的 下 的 最 大 可 分 护 域 ， 我 们 将 HCQ,/F) 吕 作 的 Brausr 
群 ， 并 且 表 示 成 B.CF); 

B(F) = HQ F). 

由 于 下 的 代数 闭 包 0Q 本 质 上 是 唯一 的 , 从 而 B.CF) 实际 上 是 只 由 
下 所 决定 的 不 变量 . 当下 是 局 部 域 或 者 是 有 限 次 代数 数 域 ( 以 及 
有 限 域 上 单 变量 代数 函数 域 ) 的 时 候 ，Brauer 群 B,(F) 有 特别 重 
要 的 数论 意义 。 下 一 节 中 要 研究 局 部 域外 的 Brauer 叙 BC 的 
结构 。 
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$4.3 局 部 域 的 Brauer 群 


如 上 记述 , 令 丰 为 局 部 域 ，0。 是 下 的 最 大 Galois 扩 域 ,由 定 
义 互 师 
BR = HOO. 
设 玉 一 《er 是 大 的 极 大 不 分 歧 扩 域 , 则 天 伙 是 Abd 扩张 :从 而 
RACKCO,, 
于 是 忆 引 理 5 得 出 正 合 序 列 
0> EK/ = BO = B,(K). (C5) 
让 我 们 首先 考查 HCK/R)。 
由 3.2 和 $54.2 可知， 对 于 每 个 自然 数 = 之 1 & 上 存在 唯 
一 的 # 次 不 分 歧 扩 张 ,并 且 
K=hw— Wb 


设 9 为 玉 人 kt 的 Frobenius 自 同 构 , 令 qs 一 pi 则 
6. — Gd) 
是 由 9 生成 的 =” 阶 循 环 群 ， 从 而 由 引 理 + 给 出 
EKIO = sim FG,, ee), 
另 一 方面 ,从 引 理 2 可 知 ps 定义 出 同 构 
(Ges 6) 信 A/NGe/AD. (9 
如 果 歼 为 和 的 单位 群 而 * 是 有 的 素 元 ,出 由 4 3.3, 引 滩 4 可 短 
NU = DU NAD = Cr") x Dh, 


由 于 大 的 正规 册 什 * 定义 出 同 攀 
»: US Z, 

它 又 请 导 

/NGGo/D S 21aZ, 

从 而 十， 给 出 


人 1 S212, 


5 


将 同 构 (6) 与 上 面 的 闻 构 合成 ， 便 定义 出 
(Go KS) ST ZIZ, n>1. 0) 


咎 于 这 个 同 构 很 重要 现在 我 们 把 这 个 喘 射 按照 定 文具 体 地 写 出 
来 . 设 # 为 如 中 任意 元 素 .对 于 0 <ij 之 4， 令 
， 1， 如 果 工 十 1 < my 
rp oo) ~ mp ii 
见 ze ZXG。, 妈 )， 以 ce 表示 = 在 印 (Gs， 息 ) 一 Z'B? 中 的 
陪 集 , 则 FP(G,， 柜 ) 即 是 由 全 条 这 样 的 cs(xe 心 》 所 构 威 的 
司 构 ( 力 邑 是 由 


ce > modZ 
n 


所 给 出 的 . 特别 若 * 取 成 和 中 的 素 元 =, 下 知 CG。， 相 ) 即 是 由 
cx 生成 的 = 阶 循 环 群 。 
如 果 kt 如 ES 和 和， 证 jz， 出 由 引 理 3 可 知 
下 (Go BW) SEA/NGalA) S ZimZ 
jinf nlm wm 

下 (Go 全] SEINCKAO SZ/aZ 

是 交换 图 表 , 其 中 左边 两 行 的 映射 分 别 是 由 9。 和 
Pm pihn — Pal Rm 

所 定义 的 同 构 ， 从 而 (7?) 和 它 对 于 所 对 应 的 同 构 结合 而 成 的 
图 表 


H(G», BB) SL ZZ 
《 内 "> 1 
HP(G,, 好 ) S22 
也 是 交换 和 能 ， 其 中 右边 竖 线 映射 是 对 于 mn, ZLZ 得 到 
的 自然 单 射 ， 因 此 ， 藻 将 Q 的 加 法 群 奶 记 成 Q， 刘 由 上 面 的 交 


换 图 表 得 出 
HKID = lm Gn, bo) Shim LZ1Z = QZ 


"1f3" 


从 而 征明 了 如 下 的 定理 : 
定理 2 设 是 局 部 域名 的 极 大 不 分 歧 扩 域 ， 则 区 的 
Frobenius 自 同 构 ?定义 出 自然 的 问 构 
Hw) S QAZ， 
其 次 均 查 B.CK) 一 HPCO,/K). 为 此 到 EE 为 的 任意 有 限 完 
全 分 起 Galois 扩 域 , 令 #8 一 [E:, 又 设 
=k E'~= KE, 
由 于 吾 '/ 是 Galois 扩张 ,并 且 根 据 假定 可 知 大 门卫 一 《， 从 而 
Gal(E'/R) = GA(E SE) x Gal( ER). (8) 
引 理 6 E' 坊 如 上 扩 述 , 则 
A*ENCE' NK'), 
证 明 设 w 是 E 的 素 元 ,由 于 Ef 完全 分 歧 , 则 
x = Ngalr) — Ng) 
是 多 的 素 元 ， 从 而 只 需要 证 明 旬 的 单位 群 上 的 每 个 元 素 # 均 包含 
在 NCE'/K) 之 中 即 可 ， 设 pk 和 px 分 别 为 《 系 的 基本 联 
射 , 令 一 palx)， 则 由 $62, 定 理 4 可 知 
pH) = i CT), 
坝 在 如 下 定义 转移 逐 射 wx《o): 对 于 se 了 1， 则 
0 = pit) 一 St) € Gal(Ras/ K), 
到 Gal(9,ff) 的 任意 扩充 仍 记 成 "， 则 
o€ Gal( Qs K) SGACON ER). 
其 次 ,由 于 印 人 1E 一 克 ， 若 令 g 是 EfE 的 Frobenius 自 同 构 ， 
则 一 ?|K 是 天 /二 的 Frobenius 自 同 构 ,将 p' 到 Gal(0,/E) 
的 扩充 仍 记 成 w， 则 19 9 是 Gal(9,1 人 /GACO/R) 
的 完全 代表 系 ,现在 对 于 ce Gal(Q,1), 令 


a 


Ka) 一 (I yop) | 


j=0 
由 于 piE'E GACE'/E), of EE GACE'/R) 从 (8) 式 可 知 pr1E 
和 ol E' 是 交换 的 ， 因 此 由 上 而 等 趟 和 [E'’;K] 一 [E:k] 一 四 
得 到 
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DIE Ns = olE'N Rs ~ Ls 
即 
PE] 开关 一 1 
从 无 由 $ 6.3, 定理 ”和 定理 3 的 系 可 知 
WENCE NN Ro/ RY = NCE'AE). 
这 就 证 明了 引 理 。 

设 工 是 KK 上 任意 有 限 Galois 扩 域 , 令 荆 一 K(e), ce 是 K[X] 
中 不 可 约 多 项 式 f(X)》 的 根 。 由 于 L/K 是 Galeis 扩张 ,从 而 
HX) 的 全 部 根 & = «:,-…, az 均 属 于 工 。 因此 um 一 efo)， 
EE) EKIR], 1 所 d. 由 于 KK 一 Kr 为 (wn 守 1) 的 并 集 
全 ,从 而 可 以 唯 ~ 决 定 一 个 充分 大 的 so， 使 得 对 于 so 的 每 个 倍 
数 2， 玉 X)，giX),-…、，ga(XX) 的 所 有 系数 均 属 于 名， 克 于 这 
样 的 = 令 

E = klo), 
则 Ef 是 Galois 扩张 ,从 而 
ENK= 4, EK=L, 
Gal(E fke) = GallL IK). 
定理 3 设 工 是 K 一 fr 的 生意 有 限 Galois 扩 泪 , 则 
NexlL*) — K*. 

证 明 对 于 上 述 的 zn 守 1, 取 一 (3 则 互生 是 完全 
分 歧 Galois 扩张 由 于 KK 一 Au 一 (hn)ur， 将 引 理 5 用 于 KY 
和 BEAk， 令 已 一 各 BE。， 则 

ENCGE' /ka), 
又 由 ENK 一 各，EK 一 上， 直接 得 出 
ENK= kas EK=L, Gl(E’/hksa) = GatLiK), 
从 而 由 上 面 得 到 
SENCE' Nh ) SENys(L), 
由 于 K 是 {名 |slm} 的 并 集合 ,于 是 即 证 明了 定理 的 等 式 . 

本 定理 和 它 前 百 的 引 尾 5 事实 上 是 本 节 中 最 重要 的 结果 ,中 

上 述 的 说 明 ， 可 拓 它 可 以 由 第 六 章 中 所 述 的 局 部 类 于 论 中 的 结果 
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来 证 明 。 注意 定 对 3 与 $2.1, 定理 1 类 似 , 但 是 = ,是 不 完 
备 的 . 
定理 4 设 kw 是 局 部 域 丰 的 极 大 不 分 歧 扩 域 , 则 
B(Ru) = HQ Es) = 0. 
证 明 由 于 9, 是 玉 = ko 上 全 部 有 限 Galois 扩 域 工 的 并 
合 , 从 而 由 引 理 4 可 知 
下 (JR) = lim HCL/K), 
由 上 述 可 知 只 要 对 于 这 样 的 L/K 证 明 HCL/K) 一 0 即 可 .根据 
定理 3 前 面 的 注 记 可 知 ， 对 于 充分 大 的 # 令 天 一 如， 则 存在 有 
限 Galois 扩张 E'1KC(E 一 (a)), 使 得 
ENMNK= Rk, EK~ L, GA(BIK) = GCLIK), 
由 于 名 是 局 部 域 ,从 $3.2, 定理 6 可知 世人/ 是 可 解 扩张 。 从 而 
有 扩 域 塔 ; 
KR FCFC :CF ~ E, 
使 得 Fi/ Fi(1 志 i 所) 均 是 循环 扩张 ， 如果 令 Mi 一 KF:(0 专 
i 所 人 ), 显然 有 
Km 一 MCMIC…CM = LL, 
其 中 Mi; 一 《Fi)w， 并 且 Mi/Mi_! 《1 所 i 魏 ?) 均 是 循环 扩张 。 
由 引 理 2 和 定理 3 可 知 
HAMA/MAD EME /Num a MI = 0 (1 &i 0). 
于 是 反复 使 用 引 理 5 邵 得 到 
下 (CAEK) 一 下 CMV/MHJ 一 0. 
以 上 是 从 定理 3 推导 出 定理 4。 反 过 来 ， 如 果 假 定 定理 4 对 
等 个 局 部 域 & 均 成 立 , 则 对 于 上 面 的 Mi 一 《Fi-)w 有 
BAMi) 一 下 (GAN 一 0 
于 是 由 引 理 5 得 出 I(M;/Mi-1) 一 0, 又 由 引 理 2 可 知 
Nu (MI = ME (1 i), 


Tn 


从 而 
Nux(L”) 一 Nu MI) 一 ME = K*, 


这 就 证 明了 定理 3。 由 此 可 知 , 定理 3 和 定理 4 本 质 上 是 等 价 的 。 
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由 定理 2, 4 和 引 理 5 立刻 推出 如 下 结果 , 这 也 是 本 节 的 主要 
县 标 : 
定理 5 设 te 是 局 部 域 不 的 极 大 不 分 走 扩 域 , 则 
inf: HOD SCG) 一 Br 和。 
从 而 专 在 饲 然 的 同 询 


Br 全 GZ 
对 于 BrCA) 中 任意 元 素 c， 以 
invCr} 
表示 < 在 Br 区 ) 仿 QjZ 之 ~ 的 象 ， 即 
inv: Br() S QIZ. 
5 由 inv(c》 所 唯一 的 决定 . 
现在 设 刀 是 & 的 任意 有 限 可 分 扩 域 , 则 
ASS 
从 而 可 以 定义 限制 映 革 
Fe: Br 一 FON > Pr) © HOAK), 
定理 6 如 果 d 一 [*: 尼 ]， 则 图 表 
BO SQZ 
ES a 
Br SQIZ 
是 交换 的 。 其 中 行 陕 架 均 是 同 构 inv. 
证 明 设 c 一 ek/ 有 Df 了 一 HR 有 )， 令 pp 分别 为 有, 扩 
和 /的 Fmbenius 自 同 和 构 ,v 和 元 分 别 是 和 此 的 正规 赋 


储 , 则 
df dy wR ep, pl pe 


由 于 Br(kw) 一 厂 (D/%w) 一 3， 从 而 电 引 理 5 后面 的 注 记 可 知 
Br = HA = WU) FR. 


>1 
对 于 Br(K) 也 有 同样 的 结果 。 对 于 ck B-(%), 则 有 fx,c€ 
ho/ 录 。 由 硫 构 《7) 后 面 的 注意 可 知 c 一 cr， x 六。 从 而 
pa 一 四 于 0 所 4,1 所 sw 时 ,< 是 以 下 面 定义 的 x 为 代表 元 : 


167 。 


， 1， 如 具 了 十 了 < as 
ph 
因此 若 令 

Ll 了 人 


则 天 虑 一 及 ,于 是 由 限制 觅 射 的 定义 可 知 resCe) 作为 8X) 
中 元 素 以 洲 足 下 面条 件 的 x' 为 代 训 元 ; 即 对 于 0<i,j 所 wf 令 
‘fl i+ti 人 < 
ep 
再 由 (7) 式 后 面 的 注 记 可 知 
inv(e) = 2 mod Z, invCres(e)) 一 并 ED mod Z. 
ne 


从 而 
pO) evr) ef 一 了 2 
了 9" 站 a 
于 是 得 到 
invlreste)) — d inv(e), 
这 就 证 明了 定理 。 


在 上 面 定理 中 特别 令 克 忆 是 Gaiois 扩张 。 则 由 引 理 5 可 
知 CK/ 可 以 考 瞳 成 是 res: BrC4) -> Br(K) 的 核 ;由 定理 知 
道 nyv: Br 今 QZ 诱导 出 自然 同 构 


inv: FD S F212. 
它 是 (7) 式 的 推广 。 
满足 
inv(e) 一 壮 modZ 
的 元 素 ce HPC/ 科 叫 作 扩张 如 的 天 本 净 ， 由 定理 5 和 5 
可 名 对 于 居 部 域 定义 类 光 章 , 才 上 面 的 基本 类 还 可 以 征明 Tate 定 
理 。 但 是 用 上 局 调 方法 来 详细 讲述 局 部 类 域 论 并 不 是 我 们 的 目 
的 ,所 以 就 此 独 笔 
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